LA RAPPRESENTAZIONE INDOTTA E IL TEOREMA DI
IMPRIMITIVITA

1. INTRODUZIONE

Queste note sono una breve sintesi di alcune nozioni di base nello studio delle rappresen-
tazioni indotte e della loro applicazione ai prodotti semidiretti. Nell’esposizione si sono seguite
essenzialmente delle note del prof. G. Cassinelli (nelle sezioni 3 e 4.1), la dimostrazione del
teorema di imprimitivita ideata da Poulsen [1] e pubblicata da Orsted [2], mentre la sezione 5
ricalca le sezioni 6.6 e 6.7 in [4].

Le dimostrazioni sono, in linea generale, complete, anche se le verifiche piu facili sono lasciate
al lettore. GIli unici risultati ‘difficili’ dei quali non si e riportata la dimostrazione sono i
Teoremi 1 e 7. Il Teorema 1, in partcolare, richiede in modo essenziale che il gruppo localmente
compatto GG sia a base numerabile, ed ¢ alla base di tutta la discussione successiva. Tuttavia
la rappresentazione indotta e il teorema di imprimitivita si estendono anche rimuovendo tale
ipotesi semplificativa (vedi [4]).

2. NOTAZIONI E PROPRIETA GENERALI

Nel seguito, G' € un gruppo topologico di Hausdorff localmente compatto e a base numerabile,
H C G & un sottogruppo chiuso. Denoteremo con pg [con py] una fissata misura di Haar di G
[di H] invariante a sinistra, e con Ag [con Ag] la funzione modulare di G [di H].

X = G/H ¢ l'insieme dei laterali sinistri di H in G. p: G — X & la proiezione canonica di
G su X. X sara dotato della topologia quoziente (la topologia piu fine rispetto alla quale p
¢ un’applicazione continua). X porta un’azione (ovvia) transitiva di G a sinistra. L’azione di
g € G sux € X sara denotata g.x.

E facile verificare che:

e X ¢ uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e a base numerabile;

e 'azione G x X > (g,z) — g.x & continua;

e p e un’applicazione continua e aperta;

e se K C X & compatto, 3Ky C G compatto e t. ¢. p(Ky) = K (infatti, se V' & un intorno
aperto a chiusura compatta di 1 in G, allora 3{zy...z,} C G t. c. {p(z;V)}’_; € un

- j
ricoprimento di K = si puo scegliere Ky = p~'(K) N Uj_, =;V).

Teorema 1 (Federer, Morse). Esiste un’applicazione s : X — G t. c.
(1) pos=idy;
(2) s & misurabile;
(3) m e compatto per ogni K C X compatto.
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Dimostrazione. Vedi il Lemma 5.1 in [3]. O

Un’applicazione s come nel teorema precedente si dice sezione di Borel regolare.

3. MISURE INVARIANTI E QUASI INVARIANTI SU X

3.1. Definizione. Per misura su uno spazio topologico di Hausdorff localmente compatto e a
base numerabile €2 intenderemo sempre (salvo esplicito avviso contrario) una misura positiva e
regolare sulla o-algebra di Borel B(€2).

Se « € una misura su X e g € G, denoteremo con g.« la misura su X data da

[ e@ga@) = [ elgn)dats) e Cux),
X X
Definizione 1. La misura a su X si dice

e quasi invariante se g.a ~ « (equivalenza nel senso delle misure) per ogni g € G;

e invariante se g.ao = o per ogni g € G.

3.2. La mappa di Weil. La mappa di Weil e 'applicazione
MiCAG) = CX), MFG(9) = [ (o) dun(h).
H

E facile verificare che

e M e lineare e positiva;
e supp M f C p(supp f);
e se p € C.(X), allora M(fpop)=pMf.

Proposizione 1. Se ¢ € C.(X): (= le funzioni positive in C.(X)), allora 3f € C.(G)4
t.c. Mf = .
Dimostrazione. In due parti.
(1) Se K C X e compatto, 3h € C.(G)4+ t. c. Mh|, = 1. Infatti, basta scegliere n € C.(X)4+
con n|g =1, Ko C G compatto t. c. p(Ko) = suppn, g € Ce(G)4 con glg, > 0, e porre

LY g
Mgop

(2) Con K = supp ¢ nel punto precedente, basta porre

f=hpop.

Corollario 1. M(C.(G)) = C.(X).
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3.3. L’applicazione a — pyjig. A ogni misura a su X e associata un’unica misura oy su G
data da

/f ) daw(g /Mf yda(z) Vf € C.(G).

L’applicazione o — g ha le seguenti proprieta:
e ¢ iniettiva (segue da M (C.(G)) = C.(X));
e (g.a)g = g.ap Vg € G (facile calcolo);
® posto
w: X xH—=G, w(z, h) = s(x)h

si vede facilmente che
(i) w ¢ un isomorfismo misurabile;
(ii) w™!(K) e compatto VK C G compatto;
(iii) v = w(a ® py);
e « ¢ quasi invariante [invariante] = aq ¢ quasi invariante [invariante] (segue dai due punti
precedenti).

Proposizione 2 (von Neumann). Se v é una misura quasi invariante su G, allora v >~ pg.

Dimostrazione. Per ogni f € C.(G)4+, K C G compatto, si ha

/ f(@w(a ™V K) du(a / [ / F(@)1x(ab) dpic(a) | du(b).

Se v(K) =0, il 1° membro ¢ 0 perché v e quasi invariante. Percio

(1) / f(a)lg(ab)dpug(a) =0 per v-q. 0. b € G.

Poiché b fG a)lg(ab) dug(a) & continua, l'eq. 1 vale Vb € suppr. Poiché v e quasi
invariante, suppv = G. L’eq. 1 valutata in b = 1 da quindi

/ £(0)1xc(a) dpc(a) =
G

Cio vale per ogni f € C.(G)4, quindi pug(K) = 0.
Viceversa, se pug(K) =0

/Gf(a)lK(ab) dpg(a) = Ag(b)™ /Gf(a)lK(a) dpg(a) =0 VbeG.
Quindi
/f K) dpg(a) =0,

che, poiché vale per ogni f € C.(G),, implica v(a™'.K) = 0 per ug-q. 0. a € G. Essendo v
quasi invariante, v(a~'.K) = 0 per ogni a, in particolare per a = 1, cio¢ v(K) = 0. O
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Teorema 2. Se o ¢ un misura quasi invariante su X, 3! (ug-q. 0.) pa € LL. (G, ug), con
pa >0, t. c.

/ M f(z) doda / 1(9)palg) duclg) Vf € C(G).

Inoltre, per ogni h € H si ha

palah) = 32 ((,’3 palg) per na-a. 0. g € G.

Dimostrazione. Per la proposizione precedente, 3! p, € Li. (G, ug), con p, > 0, t. c. ap =
pattc- Cio prova la prima affermazione. La seconda segue dal fatto che

/ F(@)ouah) dpcl) = 20 / F(9)palg) ducle) Y € CC)

(facile calcolo, tenuto conto delle deﬁmzlom). g

3.4. L’applicazione p — «,. Supponiamo fissata p : G — R misurabile e t. c.
(1) JZBS Elloc (GHU’G)?
(2) p>0;
(3) perognihe Hege G

Lemma 1. Per ogni f € C.(G) t. c. Mf =0, si ha

/f 9) duc(g) = 0.

Dimostrazione. Se f; € C.(G), allora con un facile calcolo si trova

0= /G fi(g)M f(p(9))p(g) duc(g / M fi1(p(9))f(g9)p(g) dua(g)-

Scelta fi t. c. M fi] ) =1sihala tesi. O

p(supp f
Dal lemma e dalle proprieta dell’applicazione M segue che 3! misura a, su X t. c.

/f g) dpa( ):/XMf(:L’)dap(x) Ve CG).

Proposizione 3. w(a, ® pn) = pic.
Dimostrazione. Immediata dalla formula precedente. Il

La proposizione precedente si traduce nella seguente formula di Mackey-Bruhat
| 1606 ducto) = [ fls@m (o, @ (e h) VS € £ (Guppo).
XxH

Proposizione 4. Se E € B(X), allora a,(E) =0 < pg(p~'(E)) = 0.



Dimostrazione. Segue dalla formula precedente e dal teorema di Fubini. O
Proposizione 5. «, ¢ quasi invariante.

Dimostrazione. Segue dal fatto che
g.a,=ay Vged,

dove p'(¢') = p(9~'¢’) (facile calcolo) e dalla proposizione precedente («, e a,, hanno gli stessi
insiemi di misura nulla). d

In conclusione, abbiamo il fatto seguente.

Teorema 3. L’applicazione o — p, data da

/G £(9)pa(9) duclg) = /X Mf(z) da(z) Vf € Cu(G)

e biunivoca dall’insieme delle misure quasi invarianti su X all’insieme delle pg-classi di equiv-
alenza di funzioni misurabili p : G — R che soddisfano

(1) p S Elloc (GHLLG);

(2) p>0;

(3) perognih € H eg € G

p(gh) = igg:;p(g)-

Dimostrazione. Resta da mostrare che se a € una misura quasi invariante su X e p, € come nel
Teorema 2, si puo sceglere p : G — R misurabile, ug-equivalente a p,, e t. c. p(gh) = 25—((2)7(9)

per ogni h € H e g € G. Posto

0) = sl TEII g e

p soddisfa le condizioni nell’enunciato. Se h € H, si ha facilmente

palgh) _ pal9)
plgh) — plg)

per pug-q. o. g € G,

quindi
Pa(s(x)h) _ pa(s(x))

pls(@)h) — pls(x))

per la Proposizione 4. Percio, applicando ripetutamente la formula di Mackey-Bruhat,

i@ et = | Hf<s<x>h>%d<aﬁ®um<x,h>

- /X Hf(s(a:)h)d(oz,; ® pp)(z, h)

=1 perasq.o.ze€X

= | 1000 ducta) i € CC)
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cioe p = p, pe-quasi ovunque. U
3.5. La classe delle misure quasi invarianti su X.

3.5.1. Esistenza. Siscelga f € C(G)y NLY (G, ue) t. c. f(g) >0 Vg. Allora a = p(fug) ¢ una
misura quasi invariante su X (segue dalla Proposizione 4.

3.5.2. Unicita. Se a1, ap sono misure quasi invarianti su X, allora oy ~ ay. Infatti, oy = ay,
e ap = (,, € si ¢ visto che

a,(EB) =0 pe(p™(E) =0, EecB(X).

3.5.3. Misure invarianti su X. Se «, [ sono misure invarianti su X, allora o = kf3 per qualche
k € R,. Infatti, ag e 5y sono misure invarianti su G = oy = kfy = o = kf per l'iniettivita di
a — . Sivede anche che o € un multiplo di ¢, cioe p, = cost. In particolare, Ay = Ag| .
Viceversa, se Ay = Ag|y si puo scegliere p = 1, e la corrispondente «, € invariante.

4. INDUZIONE DA RAPPRESENTAZIONI DI H E TEOREMA DI IMPRIMITIVITA

-----

un gruppo in uno spazio di Hilbert H (non necessariamente separabile) si intende un omomor-
fismo continuo dal gruppo stesso nel gruppo unitario di H dotato della topologia operatoriale
forte (o, equivalentemente, debole). Due rappresentazioni di un gruppo sono equivalenti se
esiste un operatore unitario che le intreccia. Se m, 7’ sono rappresentazioni dello stesso gruppo
negli spazi di Hilbert H e H’ rispettivamente, si indichera con C (m;7’) il sottospazio lineare
degli operatori in £ (H; H') che intrecciano 7 con 7’. Se m = 7, si usera la notazione abbreviata
C(m)=C(mm).

Nel seguito, supporremo fissata una rappresentazione o di H nello spazio di Hilbert . «
sara una misura quasi invariante su X fissata, e p : G — R sara la funzione associata a a come
nel Teorema 3.

Teorema 4. Supponiamo che F : G — K abbia le proprieta

(1) F' é misurabile e F(G) é un sottoinsieme separabile di IC;
(2) perognihe H egeG

1/2
Pt = (3407) o0 F o)

Allora sono fatti equivalenti
(i) Uapplicazione
Ja 2
G
p(s(z))
¢ in L2 (X, a);
(ii) (a) lapplicazione
g IE(9)lx
¢in Ly (G, pe);



(b) ¢ >0 t. c.

/G F@) IF@IZ ducle) < c|Mfll. Vf € C(G)s

Se uno dei precedenti fatti equivalenti ¢ soddisfatto, allora

/ HF HIC dov ( )
—iut{e>0] [ f0) IFG)IE duclo) < c M1, ¥ € GG}

Dimostrazione. Se ' : G — K ha le proprieta (1) e (2), allora per la formula di Mackey-Bruhat

[ 5@ 1)1 dulo /Mf ”F ))))”'Cdm

per ogni f € C.(G)4. 1l teorema segue facilmente. O

Nel seguito, H? denotera lo spazio lineare delle funzioni F' : G — K che soddisfano le
condizioni (1), (2) e (i) < (ii) del teorema precedente. Per polarizzazione, in H ¢ definita una
forma sesquilineare hermitiana semidefinita positiva

(F 1 Gy = [ SECED1 Ol ) 4o

(lintegranda ¢ una funzione misurabile in virtu della misurabilita di p e del punto (1) del
teorema precedente). (- | -);,, non dipende dalla scelta della sezione s (ovvio) ne dalla scelta
della misura quasi invariante « (per il teorema precedente).

Siano

(2) U:H — L*(X,;K), U*: L2(X,0;K) = H°

le applicazioni date da

F
v - Fl)
p(s(z))
U p(9) = v p(g)o(g~ " s(p(9)))e(p(9))-
Allora UU* = idg2, U*U = idye-, e U, U* intrecciano i rispettivi prodotti scalari di H° e £2.
In particolare,
rad (- | )yo =U'rad (- | -) o ={F € H° | F = 0 pe-quasi ovunque}

(Proposizione 4). Inoltre, H” = H?/rad (- | -),,, ¢ uno spazio di Hilbert isomorfo tramite U
a L? (X, a;K). In particolare, H° & separabile se e solo se K ¢ separabile.
Per ogni g € G si definisce 'operatore lineare A7 (g) : H? — H? dato da

N7 (9)F(g") = F(g~'d).

Si vede facilmente che



e \7?(g) ¢ unitario in H;

e A (g1)A7(92) = A7(g192)-
Per dimostrare che l'applicazione G 3 g — A?(g) € L (H?) ¢ continua nella topologia operato-
riale debole (quindi forte)

e si definisce il sottospazio HZ C H? delle funzioni

1/2
Fito) = [ (S50) " of(on) duuh)

con f € C.(G;K) (& un sottospazio di funzioni continue in H?);
e si dimostra che H? ¢ denso in ‘H? (infatti

(Fy | F)yo = /G (F(9) | F(9))x duclg) VFeH ),

e si verifica che A?|,,, & debolmente continua (segue dal fatto che, per la formula prece-
dente,

(N(9)Fy | F)ppo = /G (Fg7g) | F(g)), dualg)

e dal teorema della convergenza dominata, tenuto conto che F € L (G, u; K));
e poiché ||A7(g)|| = 1 Vg, segue che \? ¢ debolmente continua su tutto He.

Definizione 2. \? ¢ la rappresentazione di G indotta dalla rappresentazione o di H.

Per indicare in modo piu chiaro il sottogruppo e la rappresentazione inducente, si usera anche
la notazione A% = ind% ().

Si vede facilmente che 'isomorfismo unitario in 2 intreccia la rappresentazione A” in H° con
la rappresentazione \° in L2 (X, a; K), data da

< “1g(x))]"?
(X7 (g9)¢](x) = [%} o(s(x) gs(g™".x))e(g " @)

Supponiamo che ¢’ sia una seconda rappresentazione di H nello spazio di Hilbert K'. Se
A€C(o;0), sia )
[AF|(g) = AF(g) F € H°.
E immediato verificare che AF € H°', e che A € C (X’; A”'). L’applicazione lineare C (o;0") 3
A Aec (A%; A7) & iniettiva (facile da verificare), ma non & surgettiva (esistono controesem-

pi).
Se ¢ € Cy(X), si definisce

[P?(p)F](g) = w(p(g))F(g) F € H.

E chiaro che P?(p)F € H, e che P? : Cy(X) — L (H?) & una *-rappresentazione nondegenere
(P7(p)F =0Vf e Cy(X) = F =0) della C*-algebra Cy(X) in H?. Chiaramente

M (9)P7 ()7 (9) ™ = P7(g.9),
dove g.p(z) = (g7 1.2).
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Definizione 3. Una tripla S = (A, P,H) ¢ un sistema di imprimitivita per G basato su X se
(i) H ¢ uno spazio di Hilbert;
(ii) A € una rappresentazione di G in H;
(iii) P e una x-rappresentazione nondegenere di Cy(X) in H;
(iv) e soddisfatta la condizione di covarainza

AMg)P(e)Mg) ™" = P(g.p) Vg€ G, feCo(X).

Definizione 4. La tripla S7 = (A7, P?, H?) definita sopra ¢ il sistema di imprimitivita indotto
dalla rappresentazione o di H.

Per indicare in modo piu chiaro il sottogruppo e la rappresentazione inducente, si usera anche
la notazione S° = impr% (o).
Se S1 = (A1, P1,Hy), So = (A2, P2, Hz) sono due sistemi di imprimitivita per G basati su X,
si pone
C (S1;52) ={T € C(A;; M) | TPi(p) = Pa(p)T Voo € Co(X)}.
S1 e Sy si dicono equivalenti se esiste un operatore unitario in C (S1; S3). Si usera la notazione
abbreviata C (S) = C (5;95).

4.2. 1l teorema di imprimitivita. I risultati centrali di questa sezione sono i Teoremi 5 e 6.

Lemma 2. Sia D C H? con le sequenti proprieta:
(1) D ¢é un sottoinsieme di funzioni continue;
(2) D ¢é denso in H®.
Allora l'insieme
Ko={F(9)| F €D, gecG}
e totale in K.

Dimostrazione. Poiche

1/2
o) = (F2p ) Flon)

span {/Cy} € un sottospazio o-invariante di K.

Supponiamo per assurdo K; = span {Ko}" # {0}. Sia o = Oli,. Allora H* C H?. Sia
Fo e HO t. c. || Follyor = || Foll o # 0. Siha (Fo(g) | F(g) ) =0perogni FeDegeG. In
particolare, ( Fy | F')y. = 0 per ogni F' € D, contraddicendo la densita di D. O

Se m & una rappresentazione di G in H, per ogni f € C.(G) si definisce

m(f)v = /Gf(g)ﬂ(g)vduc(g) Vo € H.

E facile verificare che m(f) € £ (). Si definisce il dominio di Gérding di 7
D, =span{n(f)v | f € C.(G), v € H}.

Si verifica facilmente che
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e se f € C.(G), g € G, allora

m(g)m(f) =7(g9.f);

in particolare, D, e m-invariante;
e D, ¢ denso in H (segue dall’esistenza di successioni di Dirac in C.(G));
e se 7' & un’altra rappresentazione di G, allora TD,. C D, per ogni T € C (m; 7').

Inoltre, ¢ facile verificare che
Dy =span{f* F | f € C.(G), F € H°},

dove fx F(g) = [, f( g:'9)dpg(g1). In particolare, Dyo & un sottospazio di funzioni
continue in H 7

Lemma 3. {F(1) | F € D)o} ¢é un sottospazio denso in K.

Dimostrazione. Segue dal Lemma 2, tenuto conto che Dyo & A%-invariante e F'(g) = [A\7 (¢~ 1)F](1)
se F' € Dyo. ]

Lemma 4. Sia D un sottospazio lineare di H® con le sequenti proprietd

(1) X (@)D CD e P(p)DCDperognigeGegpecC(X);
(2) D ¢é un sottospazio di funzioni continue;
(3) lo spazio {F(1) | F € D} ¢ denso in K.

Allora D e un sottospazio denso in HC.

Dimostrazione. D+ & \-invariante, quindi D+ N Dy & un sottospazio denso in D+. Se {f, }nen
¢ una succesione di Dirac in C.(G) centrata in 1, e FF € D, F' € D+ N D,., allora

0 = (PUMEIF | Py, / £4(0) {Flo) | F(9))x dnglo)
= (F(1) | F'(1))
Segue che F'(1) = 0, quindi F’(g) = 0 per ogni g per la \’-invarianza, e percio D+ = 0. O
Teorema 5 (Teorema di Imprimitivita). Se S = (X, P,H) ¢ un sistema di imprimitivita per
G basato su X, allora esiste una rappresentazione o di H nello spazio di Hilbert IC t. ¢. S e
equivalente a impr& (o).

Se H ¢ separabile, allora IKC si puo scegliere separabile.

Dimostrazione. Se v,w € H, la corrispondenza

C(G % G) 3 ¢ /G (P(Mo(-, g)Mg)v | w) dualg) € C
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definisce una misura di Radon complessa v, ,, su G x G. Infatti

/G (P ) Mg | w) dpiclg)
< /G 1PSC, ) o]l o]l due(g)

< /G 1M6( )llo o]l o] ducla)-
Sep € Co(GxG)et.c.0<y <1, 9 =1, si ha

supp¢p

[Mo(-, g2)](p(91))] =

/Hw(glh,gz)¢(glh7g2)dMH(h)

< ol /H (guh, g2) dus ()

e quindi

/G<P(M¢(-,9))A(g)v | w) d#o(g)' < Cauppo 19l 0wl

dove Csyppg ¢ una costante che dipende da supp ¢.
Se f, f1, fa € C(G), v1,v9 € H, si ha

<P(Mf))‘(f1)vl | )‘(fz)U2>

=, Gf1(9291)f2(92)<P(92_1-Mf)/\(91)01 | v2) d(pe @ pe) (91, 92)

= / f1(9291) f2(92) f (9293) (G @ Vo, 1,)(925 935 91)
GXxGxG

= /G f(g2) { /G XGAG<g3>-1fl<g2gglgl>mdvm,w<937m)] dpc(g2)-

Segue che esiste una misura di Radon complessa (e finita) 7)o, A(f2)ue 51 G t. C.

(P(MPNS)vr [ Af)v2) = Tagmmage(f) V€ Ce(G).

Inoltre

ATr(ua(fa)e(9) = { /G GAG(gs)‘lfl(ggg,‘ '91) (995 l)dvvm(gg,gl)] dpc(g)

= PA(f1)v1,M\(f2)ve (g) d:uG<g)'
Si verifica facilmente che

(1) PACf )1 A(f2)ve © una funzione continua (teorema della convergenza dominata);
(2) G x G 3 (91,92) = Pr(grf)vi Mgz f2)0e (1) € C & una funzione continua (teorema della
convergenza dominata, tenuto conto che px(f,)u, a(f2)0. (1) ha senso per il punto (1));
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(3) per ogni h € H
Ag(h)
PxG gy (1) = 0 PGt s (1)
(facile conseguenza della definizione di Tx(f,)u, A(f2)vs)-
In D, si definisce la forma sesquilineare hermitiana definita per linearita da

<>‘(f1)vl | )‘(fQ)UZ >0 = p)\(fl)m,/\(fz)vz(l)‘

Dalla definizione di Ta(f,)o; A(f2)0, Si vede facilmente che (- | -), ¢ semidefinita positiva in Dj.
Denoteremo con K il completamento di Dy /rad (- | -), a spazio di Hilbert. Posto

1/2
a(h)A(fv = (izgg) Ah.f)v VheH,

o si estende a omomorfismo unitario (per il punto (3)) debolmente continuo (per il punto (2))
di H in K. Inoltre, posto

Fxp(9) = Mg~ f)v,
si vede che
® Fyv: G — K ¢ continua (facile conseguenza del punto (2)), e quindi ¢ misurabile e ha
immagine separabile;
e perogni g € G, h € H si ha

1/2
Expyo(gh) = <2ZEZ§ ) a(h)™ Fx(ry(9)

(immediato);
e per ogni f, f1, fo € C.(G), v1,v2 € H vale

(3> /Gf(g)<F)\(f1)U1<g) | F)x(f2)v2(g> >IC d:uG(g) = <P(Mf))\(f1)1)1 | )‘(fQ)U2 >7—[

(facile calcolo, ricordando le varie definizioni).

Dal Teorema 4 segue che F)(y, € H.
Per I'eq. 3 e per la formula di Mackey-Bruhat

(4) /X M f(z) < Exirym (5($)Io)(l(g>;(f2)v2 (s(x)) >IC da(z) = (P(MPNF)v1 | M fa)va >7.[ .

Scelta una successione {(M f),tnen C Co(X) t.c. 0 < (Mf), <1le (Mf), 11, dalla formula
precedente segue

<F)\(f1)v1 | F)\(f2)v2 >H" = <)‘(f1)vl | /\<f2)v2 >7—[ .
Posto
WA(f)v = Fxy,
si vede quindi che W si estende per linearita a un’isometria W : Dy — H?, e per continuita a
un’isometria W : H — H°.
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Si verifica facilmente che
WA(g) = A (g)W VgeG
PMf)=W*P (M)W VfeCG)
(la seconda equazione segue dall’eq. 4 e dalla densita di D,). Il sottospazio lineare D =

span {P7(¢)Wuv | ¢ € C.(X), v € D)} soddisfa le ipotesi del Lemma 4, quindi ¢ denso in H?.
Poiché

(WW P (o1)Wor | P7(p2)Wr2) e = (WP (01)Wur | WP (02)Wos2) o

¥
= (P(p1)vr | P(902)U2>H = (P(p1p2)v1 | U2>7{

(WP (p1p2)Wor | va)y = (P (p1)Wor | P7(p2)Wug) o
per ogni 1, s € Co(X) e vy, vy € H, segue che WIW* = idyo, cioe W & un operatore unitario.
Per densita di C.(X) in Cy(X)

WP(p) =P ()W Vp € Co(X).

Infine, supponiamo #H separabile. Se {v,}neny C D, € una successione densa in H, allora

{Wuvp}nen € un sottoinsieme di H? che soddisfa le ipotesi del Lemma 2. Scelta una successione

{gn}nen densa in G, il sottoinsieme Ko = {Wwv,(gm) | m,n € N} & percio totale in K, quindi K
e separabile. O

Teorema 6. SianNO 01,09 due rappresentazioni di H in IC~1,1C2 rispettivamente. Se A €
C (01;09), allora A € C(S7;8%2), e lapplicazione A — A ¢ un isomorfismo dello spazio
C (01; 02) nello spazio C (S7'; S72).

Dimostrazione. Solo la surgettivita di A — A & non banale. Se T € C (571;.592), allora TDyo1 C
IDAUQ- Se f S CC(G), F e DXH, si ha

/G ol @) ITF()I2, dua(g)

= [|P?2(M fo) T F || yr,
= || TP (M fo) F 1o,
< |7 P (M fo) F [y

— |7 /G Fol@ IF@IE |

e quindi
ITE (), < ITIHF@)lc, V9eq.
In particolare
[TF@) |, < ITIEF@)x, -
Poiché {F (1) | F € Dyo1} € denso in K (Lemma 3), 3!A € £ (K15 y) t. c. AF(1) =TF(1) per
ogni F' € Dyo:. E facile verificare che A € C (01;02), e che T = A. O
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Corollario 2. Se S = (A, P,’H) ¢ un sistema di imprimitivita per G basato su X, allora esiste
un’unica (a meno di equivalenza) rappresentazione o di H t. c. S ¢ equivalente a impr% (o).

Dimostrazione. Immediata conseguenza dei due teoremi precedenti. U

5. RAPPRESENTAZIONI IRRIDUCIBILI DI PRODOTTI SEMIDIRETTI

5.1. La Macchina di Mackey. Nel seguito, A e L sono gruppi topologici di Hausdorft lo-

calmente compatti e a base numerabile, A & abeliano, e L agisce in A tramite omomorfismi.

La legge di composizione in A verra denotata additivamente. L’azione di | € L sua € A

sara indicata [[a]. Esplicitamente, se [,l1,ls € L, a,a1,ay € A, si ha l[a; + as] = l[a1] + l[as],

(I112)[a] = l1[lz[a]]. Supporremo che I'applicazione (I, a) + [[a] sia continua da L x A in A.
Sotto queste ipotesi, posto G = A x L e introdotti in G la legge di composizione

(a1, 11)(az, l2) = (a1 + li[as], l1l2)
e l'inverso
(a, 1)~ = (=17 a],171),

G ¢ un gruppo topologico di Hausdorff localmente compatto e a base numerabile, che si dice
prodotto semidiretto di A e L, e si denota G = A % L.

Denoteremo con A il gruppo (topologico di Hausdorff localmente compatto e a base numer-
abile) dei caratteri unitari di A, e con (-, -): Ax A — {z € C| |z| = 1} il pairing canonico.
L’azione di L in A genera per dualita una corrispondente azione di L in A

(Ix],a):=(x,l""a]) leL, xe A ae A
Per ogni x € A introduciamo il sottogruppo chiuso di L (sottogruppo di stabilita di x)
Ly=A{le L]lx]=x}
e il sottoinsieme di A (orbita passante per x)
Oy = L[x].

Definizione 5. Si dice che L agisce regolarmente in A se O, & aperto in O, con la topologia
relativa per ogni y € A.

Per la dimostrazione del teorema seguente, si rimanda a [5].

Teorema 7. Sono fatti equivalenti:

(i) L agisce regolarmente in A;
(i) per ogni x € A Uapplicazione L/L, BAZLX — l[x] € O, é un omeomorfismo;
(iii) esiste una successione {E;};en C B(A) t. c.
(a) l[E;] = Ej per ognil € L, j € N;

(b) OX = mEjDOX E]
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Supponiamo che 7 sia una rappresentazione di G nello spazio di Hilbert H. Per il teorema di
Stone-Naimark-Ambrose-Godement (SNAG) (vedi [4, Teorema 4.4]), esiste una mappa a valori

A

nelle proiezioni (PVM, projection valued measure) P : B(A) — L (H) t. c.
) w(e 1) = [ (x. ) AP Vaed
A

Proposizione 6. Se 7 ¢ irriducibile e L agisce regolarmente in A, allora dx € At . P(O,) =
id. Inoltre, P(O,/) = id se e solo se X' € O,.

Dimostrazione. Se E € B(A), allora dall’eq. 5 e dal fatto che w(a, )x(a/, 1) (a, 1)~ = n(I[d'], 1)
segue che
7(a,1)P(E)w(a,l)"" = P(I[E]) V(a,l) € G.
In particolare, se [[F] = E, allora P(E) = 0 o id per il lemma di Schur.
Se {E;};en © una successione in B(A) come nel punto (i) del Teorema 7, allora O, =
Mg,-0, £j, da cui segue che

P(O,)=id < P(E;)=1dVj e N
(per la o-additivita di P). Segue che esiste x t. c. P(O,) = id (altrimenti si troverebbe una

sottosuccessione {E, bren t. ¢. A = U Ej. € P(E;,) = 0 VE, in contrasto con P(A) =id) e che
P(O,/) =0se x' ¢ O, (altrimenti si troverebbero j, k t. c. E;NEy, =0, O, C Ej, Oy C Ey, ¢

A

P(E;) = P(E}y) = id, da cui seguirebbe 'assurdo P(A) > 2id). O

Nelle ipotesi della proposizione precedente, tramite I’'omeomorfismo G/(A x L,) = L/L, =~
O, (punto (ii) del Teorema 7), P si trasporta a una PVM su X = G/(A x L,), che soddisfa

m(a,l)P(E)w(a,l)' = P(LE) VE € B(X), (a,1) € G.
Posto

(6) P(g) = /X o(x)dP(x) Yy € Co(X)

(nel senso usuale dell’analisi funzionale), P : Cy(X) — L (H) ¢ una s-rappresentazione non-
degenere di Cy(X) in H, e S = (m, P,H) ¢ un sistema di imprimitivitd per G basato su X.
Per il Teorema di Imprimitivita, 3! (a meno di equivalenza) o rappresentazione unitaria di
H=AxL,inKt cS= imprg(a). o ¢ irriducibile per il Teorema 6. Per 1’eq. 5, con
I'identificazione O, = X si ha

n(a,1) = /X (alx]. a) dP(p(g)) = P(¢a) Vac A,

dove ¢, (p(g)) = (g[x], a) e P(p,) € definita come nell’eq. 6. Usando l'identificazione S = S7,
scelta F' € H? continua, per ogni g € GG si ha

(g[x], a) F(g) = [P(ea)F)(g) = [r(a,1)F](g)
= Flgg '(a,1)"'g) = o(g '[a],1)F(g)
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(1 = Ay = Agl, = Apl, perché A e abeliano normale). Poiché l'insieme {F(1) | F €
H? e F ¢ continua} ¢ denso in I (Lemma 3), segue
o(a,1)=(x, a)ide Vae€ A.
Percio 3! (a meno di equivalenza) rappresentazione irriducibile o, di L, in K t. c.
o(a,l)=(x,a)o () V(a,l)eH.

Viceversa, se 0, ¢ una rappresentazione irriducibile di L, in K, allora o definita come sopra
¢ chiaramente una rappresentazione irriducibile di H. Per il Teorema 6, C (S?) = Cidy-. Se
F € H? e continua, si ha

(X7(a, 1)F](g) = o(g " (a,1)9)F(9) = (glx], a) F(g) = [P7(va) F](9),

cioe (con l'identificazione X = O,)

AU@L1)::/Q (v, a) dP7(v).

Per il teorema SNAG, {\7(a,1) | a € AY = {P%(p) | p € Co(X)}', e quindi C (A7) C C(57).
Segue che C (A7) = Cidyo, cioe A7 & irriducibile.

Teorema 8 (‘Macchina di Mackey’). Supponiamo che L agisca regolarmente in A. Allora 7 ¢
una rappresentazione trriducibile di G se e solo se Ix € A e o, rappresentazione irriducibile
di Ly t. c.m= indﬁNLx(a), dove

(7) o(a,l) =(x,a)o(l) V(al)eAxL,.
Siano x1, X2 € fl, Oy1s Oy, Tappresentaziont irriducibile di Ly, e Ly,, e 01,05 le rispettive
rappresentaziont di A x Ly, e A x L,, costruite come in 7. Allora
(1) se x2 & O,,, indiNLX1 (01) e i]ndijX2 (02) sono inequivalenti;
(2) se Jlp € L t. c. xa = lylxa], allora indACfM—JX1 (01) e imd(jNLX2 (02) sono equivalenti se e

1 . . SO
solo se gy, e 0y,(lp - ly ") sono rappresentazioni equivalenti di L, .

Dimostrazione. Restano da dimostrare i punti (1) e (2).

(1) se x2 ¢ Oy,, allora C (A7'],; A7?|,) = {0} per il teorema SNAG e per la Proposizione
6. Quindi C (A\7*; A72) = {0}.
(2) Se x2 = lo[x1], posto

oh(a, 1) = o3((0, 1) (a, 1)(0,10) ™) = (X1, a) o, (lollgY) V(a,1) € Ax Ly,

N . . . 1G ’ . .G . . .
¢ facile verificare che ind,.;, (03) e indj, , (02) sono rappresentazioni equivalenti. La
tesi segue dall’unicita (a meno di equivalenza) della rappresentazione o, di L,,.

g

5.2. Esempi.
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5.2.1. Il gruppo az+b. Eil gruppo G = Ax L, dove A = R (additivo), L = R, (moltiplicativo),
e lazione dil € R, sua € R e l[a] =la. 1l duale di A& A =R, con pairing (x, a) = eX,
L’azione di L in A ¢ [[x] = "'x. Le orbite sono

Ol = (O7+OO)7 OO = {0}7 O,1 = (_007())7
e i corrispondenti sottogruppi di stabilita sono

Ll == L,l = {1}7 LO - R+.

L’azione di L in A & regolare. Per I'ultimo teorema nella sezione precedente le rappresentazioni
irriducibili di G (tutte fra di esse inequivalenti) sono

e .G
7T+:1ndA(<17 >>7 T :lndA(<_1a >)
e le rappresentazioni irriducibili di L sollevate a rappresentazioni di G, cioe
m(a,l) =1" tecR.

Usualmente, la realizzazione esplicita di ind§(e”) e di indG(e~") ¢ data su L? (G/A, ), con «
misura invariante, piuttosto che su H?, usando I'equivalenza unitaria stabilita in 2. Si ha X =
G/A =Ry, l'azione di G su X ¢ (a,l).x = lz, la sezione s : X — G ¢ s(z) = (0, ), e la misura
invariante su X ¢ da(z) = 7! dx. Le rappresentazioni m,, 7_ agiscono in L? (R, z~'dz), e

[ (a,)e) (x) = € (1)
[r(a,)) (x) = e (I ).

5.2.2. Una variante del gruppo di Mautner. Sia o € R\ Q. Il gruppo che considereremo in
questa sezione ¢ il prodotto semidiretto G = A x L, dove A = C, L = Z (entrambi additivi), e
I’'azione di L su A ¢ data da

2Tan

nlz] =e z nelZ,zeC.
Il duale di A& A = C, con pairing (., z) = ¢ L’azione di L su A & quindi n[y] = e2™ny,
e le orbite sono
O, ={e®*™"x |neZ} xeC.

Se x # 0, lorbita O, ¢ densa in S},| = {z € C | |z| = |x|} (¢ un applicazione elementare del
‘principio dei cassetti’, vedi p. es. Wikipedia alla voce ‘Pigeonhole principle’). Se U C C & un
aperto contenente O,, si vede facilmente che U N O_X = S}y # Oy, cioe 'azione di L in A non
e regolare. Il Teorema 8 non & dunque applicabile a G.

5.2.3. Il gruppo di Heisenberg. B il gruppo G = A x L, con A =R2 L =R (additivi), e con
azione di L su A data da

allp,t)] = (p,t +ap), q€L,(pt)eA
Il duale di A & A = R2, con pairing
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L’azione aggiunta di L su Ae
ql(h, k)] = (h = kq, k).
Le orbite sono
Oupy = Rx{k} keR\{0},
Owmoy = {(h,0)} heR
(tutte disgiunte fra loro), e i corrispondenti sottogruppi di stabilita sono

Lor = {0} keR\{0},
L(h70) = R helR.

L’azione di L in A & regolare. Per I'ultimo teorema nella sezione precedente le rappresentazioni
irriducibili di G (tutte fra di esse inequivalenti) sono

m, = indG(((0,%), -)) keR\{0},
e le rappresentazioni irriducibili di L sollevate a rappresentazioni di G, cioe
m((p,t),q) = ™ heR.

Anche in questo caso, la realizzazione pitt comune delle 7, ¢ nello spazio L?(G/A, o) =
L? (R, dz) (rappresentazione di Schrodinger):

[Tk ((p, £)q) ) () = e Pp(z — q) ¢ € L* (R, dx),

dove si e scelta la sezione s : X — G, s(x) = ((0,0),x).

5.2.4. Il gruppo euclideo in dimensione n. E il gruppo G = A x L, dove A = R"™ (additivo),
L = S0(n), e azione di | € SO(n) su a € R™ ¢ quella usuale. In A ¢ definito 'usuale prodotto

scalare euclideo (-,-) : A x A — R. Il duale di A ¢ A= R™, con pairing (x, a) = oi(a)
Tramite (-,-), A e A sono canonicamente identificati. Le orbite sono
Owoo,..) = {XER"|(x)=r}=5"" reR,
0y = {0}

(tutte disgiunte fra loro), e i corrispondenti sottogruppi di stabilita sono

Lioo,.)=50(n—1) reRy

L’azione di L in A & regolare. Per l'ultimo teorema nella sezione precedente ogni rappre-
sentazione irriducibile di G & univocamente identificata da una coppia (r,0), con r € R, e
o rappresentazione irriducibile di SO(n — 1), oppure & una rappresentazione irriducibile di
L = SO(n) sollevata a rappresentazione di G.
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5.2.5. Il gruppo di Poincaré. Sia A = R* dotato dello pseudoprodotto scalare (,-) : Ax A — R
((I, b) = (Zlbl + CL2b2 + a3b3 — a4b4.

Si ha un isomorfismo M : R* — Herm(2) (= il sottospazio vettoriale reale delle matrici 2 x 2
complesse hermitiane) dato da

M(a)z( a4 + as al—iag)'

ap +tay  ay — as
1 gruppo L = SL(2,C) agisce in A tramite
lla) = M~ (IM(a)l*) 1€ SL(2,C), a € R%.

Il gruppo di Poincaré e il gruppo G = A x L.
Poiché

(a,a) = —det M(a)

e det(IM(a)l*) = det M(a), segue che 'applicazione [ +— [[-] € un omomorfismo di L nel gruppo
ortogonale O(3,1) di A. Il suo nucleo ¢ {I,—I}. Poiché SL(2,C) ¢ un gruppo reale connesso
e dim SL(2,C) = dim SO°(3,1) (= la componente di O(3,1) connessa con I'identita) segue che
'applicazione [ + [[-] & un ricoprimento doppio di SL(2,C) su SO°(3,1).

Il gruppo duale di A & A =R*, con pairing

(x,a)= e0xa),

A si identifica in modo canonico con A tramite lo pseudoprodotto scalare (-, -). Le orbite di A
sotto l'azione di L sono dunque le orbite di R* sotto I’azione di SO°(3,1), cioe

=-m? x4 >0} meR,
=-m? xys <0} meR,

Opoom = {xeR'[(x,
Ow00-m) = {X € R* | (x,
Oporny = {xeR*[(
Opo-1-1y = {xeR"[(
Opore = {XER'|(x,
O = {0}
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(tutte disgiunte fra loro). I sottogruppi di stabilita corrispondenti sono
L(O,O,O,m) - L(O,O,O,—m) = {l € SL(Q, C) | ll* == I} == SU(2)

1 0 ,. 10
Loo1y = L(OVO’—L—”:{ZESL(Z’C)H(O O)l :(0 0>}
€i6 z
= {( 0 e_w)weR,ze(C}_E@)
1 0 . 1 0
L(0707T70) - {ZGSL(Q,C)|Z<O _1>l :(O _1)}

= SU(1,1) ~ SL(2,R)
Ly = SL(2,C),
dove E(2) ¢ il gruppo euclideo in dimensione 2.
L’azione di L su A e regolare. La classificazione delle rappresentazioni irriducibili dei sot-

togruppi di stabilita precedenti ¢ nota, e quindi la Macchina di Mackey fornisce tutte le
rappresentazioni irriducibili di G.
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