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Introduzione

Le equazioni del campo in relativita generale costituiscono un sistema di
equazioni differenziali non lineari alle derivate parziali seconde. La richie-
sta che la loro soluzione ammetta simmetrie &€ un requisito del tutto indi-
pendente dalla teoria della gravitazione, e costituisce una semplificazione
notevole nella ricerca di modelli cosmologici che soddisfino le equazioni di
Einstein. In aggiunta a questo, I'universo osservato sperimentalmente non
sembra mostrare, nei dati finora raccolti, rilevanti disomogeneita nella di-
stribuzione della materia, fornendo, cosi, un’ulteriore conferma alla validita
di tale semplificazione.

L’argomento di questa tesi sara lo studio e la classificazione delle solu-
zioni cosmologiche che ammettono le principali simmetrie, e l'illustrazione
di alcuni modelli ad esse corrispondenti.

Dopo una concisa introduzione degli strumenti per l'analisi delle pro-
prieta di simmetria di una varieta riemanniana (gruppi di Lie di trasforma-
zioni, isometrie e spazi omogenei), e dopo aver definito la rappresentazione
matematica delle quantita osservabili rilevanti in un modello cosmologico
(espansione, rotazione, ecc.), si descrivera la costruzione e le proprieta prin-
cipali dei modelli di Friedmann-Robertson-Walker, particolarmente impor-
tanti in quanto essi costituiscono una buona approssimazione dello stato
attuale dell’universo. Un capitolo ¢ dedicato allo studio dei modelli omoge-
nei nello spazio e nel tempo, fisicamente meno significativi dei precedenti,
tuttavia utili a mostrare col modello di Godel alcune peculiarita (acausa-
lita, rotazione) potenzialmente ammissibili dalle soluzioni delle equazioni di
Einstein. Infine, si discutera la classe dei modelli spazialmente omogenei.
L’interesse fisico principale di quest’ultimi risiede nel fatto che, in genera-
le, essi non sono isotropi, potendo quindi fornire una rappresentazione piu
realistica delle prime epoche dell’evoluzione dell’universo.

Per ogni tipo di simmetria si descriveranno nel dettaglio alcuni specifici
modelli cosmologici corrispondenti, privilegiando talvolta nella scelta di que-
st’ultimi la presenza di caratteristiche peculiari rilevanti, rispetto all’effettivo
realismo fisico.
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Capitolo 1

Spazi omogenei.

1.1 Generalita sui gruppi di Lie.

Una varieta differenziabile G dotata di struttura di gruppo e detta un
gruppo di Lie se e solo se 'applicazione:

GxG — G
(g,h) ~ gh!

¢ differenziabile (cfr. [1], [2], [3]). Da cio segue automaticamente la differen-
ziabilita di entrambe le applicazioni:

G — G, GxG — G.
g ~ g! (9,h) ~ gh

Per ogni g € G sono definite le applicazioni di trasporto sinistro e di
trasporto destro, date rispettivamente dai diffeomorfismi:

Ly: G — G, Ry: G — G .
h ~ gh h ~ hg

I push-forward associati a tali applicazioni saranno indicati rispettivamente
con (Lg), e con (Ry),.
Un campo vettoriale X € D! (G) si dice left- [right-] invariante se:

(Lg), Xn=Xgn [(Rg), Xn=Xng] Vg,heG.

I campi vettoriali left- [right-] invarianti formano uno spazio vettoriale g
isomorfo allo spazio tangente a G nell’identita. Definita infatti:

a: g — T(G) ,
X ~ X,

si verifica facilmente che « ¢ lineare, iniettiva (o (X) = a(Y) = X,
(Lp), Xe = (Lp), Ye =Y, Vh e G= X =Y ) e surgettiva (v € T (G



la corrispondenza h ~» X}, := (L), v definisce un campo left-invariante; in-
fatti (Ly), Xg = (Ln), (Lg), v = (Lng), v = Xpg, mentre la differenziabilita
di X segue dal fatto che, se g (t) ¢ una qualunque curva tangente a v, allora

h~ X = d(%@) . ¢ una sezione differenziabile da G in T (G)). Percio:
t=

Teorema 1.1.1 g e T, (G) sono isomorfi.

Sia ¢ : M — N & un’applicazione differenziabile da una varieta M
ad una varieta N (non necessariamente un diffeomorfismo). Due campi
vettoriali X € D! (M) e Y € D! (N) sono detti ¢-relati se e solo se per
ogni x € M sussiste la relazione: (Y)¢(x) = ¢, (X), . Supposto X; ¢-relato
a Y1, e Xy ¢-relato a Ya, si dimostra facilmente che il commutatore [ X1, Xo]
¢ a sua volta ¢-relato a [Y7, Y3]. Da quanto detto segue immediatamente che,
se X,Y € g, allora anche [X,Y] € g. In altri termini, lo spazio vettoriale
g con l'operazione [-, -] & un’algebra di Lie (la linearita, 'antisimmetria e
I'identita di Jacobi seguono dalle analoghe proprieta della derivata di Lie).
In virtu dell’identificazione di g con T (G) si conclude che lo spazio tangente
T (G) eredita da g la struttura di algebra di Lie.

Detta {X;...X,} una base di g, si definiscono le costanti di struttura
cijk relative alla base stessa tramite le relazioni:

[Xi, XJ] = Ckink.

Analogamente ai campi vettoriali left-invarianti, si definiscono le p-forme
left-invarianti:

w € GV (G) ¢ left-invariante <= (Lg)* wgp =wp  Vg,h € G.

Dalla relazione generale dog¢® = ¢*od , segue che, se w & left-invariante,
pure dw lo &. In particolare: G! (G) = g*, e se {w1 .. .w"} e la base duale
di {X;...X,}, usando l'espressione generale per la derivata di Lie di una
p-forma 9 rispetto a un campo Y: Ly =Y |[dd+d(Y |9), si ha:

dw’ = —§cijkwj Awh.

Un generico campo vettoriale su di una varieta M definisce localmente
un gruppo a un parametro di diffeomorfismi; sussiste cioe il seguente teorema
(facilmente dimostrabile usando il teorema di esistenza e unicita locale per
la soluzione dei sistemi di equazioni differenziali alle derivate ordinarie):

Teorema 1.1.2 Se X € D' (M), 29 € M, allora esiste un intorno Uy,
e un’unica applicazione differenziabile ¢ : (—e,e) x Uy, — M tale che
Vo € Uy, la curva t ~ 1 (t,x) sia tangente a X, int =0, e risulli inoltre:
Y (s+t,x) =1 (s, (t,x)) per ognit,s,(t+ s) € (—¢,€), v € Uy,.



Nel caso caso dei campi vettoriali left- [right-] invarianti si ha in piu che:

Teorema 1.1.3 Le linee integrali dei campi X € g passanti per lidentita
e € G sono tutti e soli © sottogruppi a un parametro di G.

Dimostrazione. Sia: g : R —G un sottogruppo a un parametro di G,
cioe: Lypg(s) =g(t)g(s) =gt +s). Se Xy = d%—(;') e il vettore tangente
a g in g (s) si ha:

dg(s) dg(t+s) dg(t+s)
(Lo). Xor = Lo), 4y = = a5 = @

Se si pone s = 0 si ottiene: (Lg(t))*Xe = Xy¢ = ¢ € una curva
integrale del campo left-invariante generato da X, € T, (G). Viceversa,
se X e un campo left-invariante segue dal teorema generale 1.1.2 che in
un intorno U, dell’identita esso genera un gruppo a un parametro di dif-
feomorfismi ¢ : (—e,¢) x U, — G. 1l sottogruppo cercato ¢ dato da:

o0

S= U ¢ ((—¢,e),e)"; poiche X ¢ left-invariante, esso ¢ tangente alla cur-
n=1

va S in ogni suo punto. ®

dRn(9(t)) _ dLgwh o
dt dt

Facendo uso del teorema precedente e dell’identita:
facile provare che:

Teorema 1.1.4 Un campo vettoriale v& € D! (G) costituisce il generatore
di un gruppo a un parametro di diffeomorfismi ®; : G — G del tipo &; =
Ly, in cui g : R — G indica un sottogruppo a un parametro di G, se e

solo se v™

e un campo right-invariante.
Vale anche 'analoga relazione tra generatori v® di gruppi a un parametro
di right-traslazioni e campi left-invarianti.

Il teorema 1.1.3 permette di mappare i vettori v € T, (G) nei sottogruppi
a un parametro g, : R — G generati dai corrispondenti campi left- [right-]|
invarianti. Si ottiene cosi il map-esponenziale:

exp: T.(G) — G . (1.1)
v ~ gy (1)

Poiche: exp (tv) = g (1) = gu (1), gv (t) gv (8) = gv (t + ), segue che si ha:
exp (tv) exp (sv) = exp [(t + s) v].

Il map-esponenziale permette di introdurre un sistema di coordinate
privilegiate in un intorno dell’identita di G per mezzo del seguente teorema:

Teorema 1.1.5 exp : T, (G) — G ¢ un diffeomorfismo da un intorno Uy
di0 €T, (G) a un intorno U, di e € G.



Dimostrazione. Introdotta una carta locale (U, {ml e :L’"}) centrata
in e € G, la tabella di moltiplicazione del gruppo e rappresentata (localmen-
te) da un sistema di n funzioni di 2n variabili g (3:1 oyl y”) in base
alla prescrizione:

' (gh) = ¢" (¢! (g) ...a" (9) 4" (B)...y" (h)).

Introdotta la notazione:

1/); (y1 .. y") =t (xl (g)...2" (9) 7yl...y”), (1.2)

la traslazione sinistra L, : G — G ¢ espressa in coordinate da:

2 (Ly (h)) = ¥ (& (B)...2"™ (). (1.3)

Si indichera con 0, : T.(G) — T.(G) il push-forward ((L,),),. Per
confronto con l'equazione 1.3, per ogni v € T, (G) si ha l'espressione in

componenti:
i o, i
(99 (’U)) = (8:9/;5) Uk =0 (g) ’Uk. (1.4)

Si osservi che, in virti dell'identificazione 1.2, lo Jacobiano 6% (g) dipende
in maniera differenziabile dal punto g € G; in altri termini, la corrispon-
denza (g,v) ~» 04 (v) descritta dall’equazione 1.4 definisce un’applicazione
differenziabile G x T, (G) — T. (G) (o, se si preferisce, un’applicazione
G x g — T, (G)). Cio premesso, scelto ad arbitrio un elemento v € T, (G),
sia g, : R — G il corrispondente sottogruppo a un parametro, visto come
curva in GG, passante per 'origine e. Per definizione, il vettore tangente alla
curva g, (t) ¢ allora univocamente caratterizzato dalle condizioni:

o () =y, (). (1.5)

dt
In coordinate, introdotta la scrittura z'g, (t) := ¢* (), la caratterizzazione
del sottogruppo g, (t) poggia pertanto sul sistema di equazioni differenziali

ordinarie: ,
dg*

=0 (¢"...g") 0" 1.6

n k(gh ... g")v (1.6)

coi dati iniziali ¢° (0) = z* (€) = 0. Essendo il secondo membro dell’equazio-
ne 1.6 differenziabile nel complesso delle variabili ¢'...g¢", v!...v", scelto

ad arbitrio un compatto A C R*, dal teorema di Cauchy seguono ’esistenza,
I'unicita e la differenziabilita della soluzione g¢* (t, vl U") con un dominio
(—e,e) x A. Inoltre, dall’equazione 1.5 segue immediatamente 'identita



matematicamente equivalente (sempre a causa del teorema di Cauchy) all’i-
dentificazione g, (st) = gsy, (t). Pertanto, pur di contrarre dipendentemente
A, & sempre possibile ingrandire €, fino a renderlo maggiore di 1. Esiste
pertanto un intorno aperto Uy dell’origine di T, (G) in modo che Pappli-
cazione exp (v) = g, (1) sia ben definita e differenziabile Yv € Uy. Infine,
dall’equazione 1.5 si ha immediatamente

ol =0, =0

dt =0
Pertanto, identificando nel modo naturale Ty (7% (G)) con T¢ (G), si ha che
exp, : Tp (Te (G)) — T (G) coincide con idg, (), da cui segue che exp @
(localmente) un diffeomorfismo. m

Cio consente di usare come coordinate dei punti in U, € G le componenti
rispetto a una base fissata dei corrispondenti vettori in Tt (G); tale sistema
di coordinate si dice normale.

La corrispondenza fra gruppi e algebre di Lie & precisata dai tre seguenti
teoremi (le dimostrazioni degli ultimi due si trovano per esempio in [2], [4]):

Teorema 1.1.6 Due gruppi di Lie sono isomorfi in un intorno dell’identita
se e solo se essi hanno algebre di Lie isomorfe.

Dimostrazione. Se G = G’ (almeno in un intorno dell’identita) e se
¢ : G — G’ descrive tale isomorfismo, allora ¢, : T, (G) — T, (G') & un
isomorfismo fra le algebre di Lie dei due gruppi. L’implicazione inversa &
provata nell’appendice A. m

Teorema 1.1.7 (Ado) Ogni algebra di Lie é l'algebra di un sottogruppo di
GL (n), con n opportuno.

Teorema 1.1.8 FEsiste una corrispondenza biunivoca fra algebre di Lie e
gruppi di Lie semplicemente connessi.

1.2 Gruppi di trasformazioni.

Sia G un gruppo di Lie, M una varieta differenziabile. Un’applicazione
differenziabile: ¢ : G x M — M definisce un gruppo di Lie di tra-
sformazioni se e solo se, posto: o4 (z) = 0, (9) = 0 (g, ), I'applicazione
og: M — M ¢ tale che:

(ogoon)(x) =0(g,0(h,x)) =0 (gh,x) =04, (x) Vg,he G, VreM.

Ne segue in particolare che: o,-1 = crg_l.

L’azione di G su M ¢ detta:



- effettiva (o fedele)<= o, = id implica g = ¢;
- libera<= Vg #e, Vo € M, 04 (x) # x;

- transitiva<= Vz,y € M g € G tale che 04 (z) = y.

Se g : R — G & un sottogruppo a un parametro di G, esso genera un
campo X € D! (M) definito da:

_do(g(1).2)

X .
v dt -0

I campi su M ottenibili in tal modo prendono il nome di campi vettoriali
fondamentali (cfr. [2], [3], [5]). Nel seguito essi saranno indicati con X
(o con v¥).

Poiche vi & una corrispondenza biunivoca fra sottogruppi a un parametro
di G e vettori di T, (G), segue che ogni v € T, (G) genera un corrispondente
campo fondamentale vI" € D! (M) secondo la relazione:

47 (o))

xT dt —0 = (0-33)* U?

in cui g, : R — (G indica il sottogruppo a un parametro generato da v.

In generale lo spazio vettoriale dei campi fondamentali ha dimensione
r <p=dim7T, (G) = dimg. In particolare, se o definisce un’azione effettiva
di G su M, allora r = p. Se infatti fosse < p, vi sarebbe un sottogruppo a
un parametro g : R —G non banale tale che:

F dUCEo (g (t))

. =

Zo at =0 Vzge M.

t=0

Fissato x( e posto: z (t) = o (g (t),x0) si avrebbe:

_ o (g(s+1)
5=0 ds

_ doy, (9(t))
t=0 de

ds

e quindi: o4, (9(t)) = costante = o, () = x¢ Yxo € M, in contrasto con
I'ipotesi di azione effettiva.
Sussiste il seguente importante risultato:

Teorema 1.2.1 Sia {vi...v,} una base di T.(G). Siano {vlt.. .vﬁ} e

{v{: .. .vﬁ} 1 corrispondenti campi left- e right-invarianti su G e {vf . vg}

i campi fondamentali (questi ultimi non necessariamente indipendenti) in-

dotti dalla base stessa su M. Si hanno allora le relazioni di commutazione:
[UR R} k. .. R [ L L F F

i = iy, v; ,Uj] = —cfyok, [v; ,vj] = —ckFof. (17)
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Dimostrazione. La prima relazione altro non e che la definizione delle
costanti di struttura relative alla base assegnata. Detti inoltre u”, v* i campi
right-invarianti generati da u,v € T, (G), e u”,v" i corrispondenti campi
left-invarianti, risulta:

(Lg.) ’ Uju(t)h — vy

[u", "], = }g% r
. (Louioy ), (Boun).v = (Ba), v
20 ¢
L —1 R —1
L (L), (Bouc).
- %g% (Rh)* ¢ v
[uft, 0], = lim (Bgu)” Ohigutny = v
odh T 50 t
(Rpit) (Bguw), —1
. gu(t) >* gu(t)) «
= %E}% (Lh)* n v
(Lo (Bouw), —1
. gu(t) >* 9u(t) ) «
== %I_E% (Lh>* n v,
da cui in particolare:
[UL7UL]6 _ [uR,vR]e.

Cio prova la seconda delle 1.7. Un generico campo fondamentale v generato
da v € T, (G) soddisfa:

iy = 0002 A7l OMD _ () (R, 0= (02), o,

da cui:
F F L L
[ua(h,z)’vo(h,a:)} = (Ux)* [’LLh,’U ] .
Da quest’ ultima uguaglianza con h = e segue la relazione:

[viL,ij] = —ckijvlf - [viF,vﬂ = —Ckijv,f.

Si e visto che se 'azione di G su M ¢ effettiva (o, in modo equivalente,
se g ~ 04 € una rappresentazione fedele di G), allora lo spazio dei campi
vettoriali fondamentali & isomorfo allo spazio g = T¢. (G) dei campi vettoriali
left-invarianti su G (e dunque allo spazio dei campi right-invarianti). Il
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teorema 1.2.1 permette in piu di stabilire che in questo caso lo spazio dei
vettori fondamentali con l'operazione [-, -] forma un’algebra di Lie isomorfa
all’algebra dei campi vettoriali right-invarianti su G.

Fissato un punto qualunque xg € M, il sottoinsieme o (G,zo) C M
¢ la superficie integrale passante per xy della distribuzione generata dai
campi {Uf e 115 }, ed ¢ pertanto una sottovarieta differenziabile di M con
dim (0 (G, z9)) < p.

Si puo dimostrare che localmente i risultati descritti possono essere
invertiti; si ha cioe il seguente teorema:

Teorema 1.2.2 Siano {Xi...Xp} campi vettoriali linearmente indipen-
denti definiti su una varieta M, e soddisfacenti relazioni di commutazione
del tipo:

[Xl‘,Xj] = —Ckink ’L,] =1.. .p

con cijk costanti. Allora per ogni xg € M esiste un gruppo di Lie G e un’ap-
plicazione o : Ue x Uy, — M, con U, Uy, intorni aperti rispettivamente
di xg e dell’identita, in modo che o definisce localmente un gruppo di Lie di
trasformazioni per il quale {X1 ... Xp} sono campi di vettori fondamentali.

1.3 Isometrie.

Sia ¢ : M — M un diffeomorfismo. Un campo tensoriale ¢ € D (M) si dice
invariante rispetto a ¢ se e solo se (¢)” to(z) =tz Vo € M.

Un campo vettoriale X € D' (M) genera localmente un gruppo a un
parametro di diffeomorfismi ¢, : Uy, — M Vzg € M, t € (—¢,¢) in base
a quanto visto nel teorema 1.1.2. E evidente che, se t € D (M) & invariante
rispetto all’azione di 1, allora si annulla la sua derivata di Lie:

*
(Lxt), = lim Wst)y —te _ 0.
s—0 S
Vale anche il risultato inverso: se X non ¢ il vettore nullo (altrimenti esso
genera la trasformazione identica e la dimostrazione & banale), esiste sempre
un sistema di coordinate locali {z ...x,} in cui le componenti di X sono:

Xi=0 i=1...n—1, X"=1.
In questo sistema di coordinate si ha:

YL (2) = 2" + 8,

0X’ )
907 = 1=1...n,
i1...0p
B1ebp J1---Jp
(ﬁxt)j1~~-jp - oxn
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La condizione Lxt = 0 e pertanto equivalente al requisito che le com-
ponenti t;llzj’p siano funzioni delle sole {z1...z,_1}, la qual cosa implica
automaticamente che ¢ € invariante secondo 7,. Riassumendo:

Teorema 1.3.1 Un campo tensoriale t € D (M) é invariante rispetto al
gruppo a un parametro di diffeomorfismi generato da X € D' (M) se e solo
se Lxt=0.

Un gruppo di Lie di trasformazioni: ¢ : G x M — M su una varieta
riemanniana M si dice un gruppo di isometrie di M se e solo se il tensore
metrico g € Dy (M) & invariante rispetto a o, : M — M Vh € G. Si e
visto in 1.1.5 che in un opportuno intorno U, C G dell’identita ogni punto
h € U, appartiene a un sottogruppo a un parametro g : R — G. Se G &

o
connesso si pud mostrare che G = |J (Ue)", e quindi un campo tensoriale

n=1
¢ invariante rispetto a {04, g € G} se e solo se esso ¢ invariante rispetto a
{o4,9 € Uc}, cioe rispetto a {Jg(t),g(t) € Ue}. Quest’ ultimo insieme di
gruppi a un parametro di diffeomorfismi di M genera lo spazio dei campi
fondamentali v € D! (M), e quindi in base al teorema 1.3.1 si conclude
che:

Teorema 1.3.2 Un campo tensoriale t € D (M) é invariante rispetto a
un gruppo di Lie di trasformazioni se e solo se L,rt = 0 per ogni campo
fondamentale vI" € D (M).

Il teorema 1.3.2 riconduce la caratterizzazione dei gruppi di isometrie al
requisito che £,rg = 0 per qualunque campo fondamentale v € D! (M). 1
campi fondamentali associati a un gruppo di isometrie prendono il nome di
campi di Killing (cfr. [2], [5], [6], [7]). Nel seguito essi saranno indicati
col simbolo €.

Per un generico campo & = ¢°
facilmente la relazione:

g
oz’

€ D! (M), col calcolo diretto si verifica

(Efg)ij =&l + &Gjlio

in cui il simbolo || indica la derivazione covariante indotta dalla connessione
Riemanniana, e §; = g¢;;&’ sono le componenti covarianti di {. La condi-
zione L¢g = 0 ¢ pertantio equivalente al sistema di equazioni differenziali
(equazioni di Killing):

Inoltre, se &;,&, € D! (M) soddisfano Le g = Le,g =0, si avra anche:
(‘Ca1§1+a252) 9= al‘cﬁlg + a’2£§2g’ £[§17§2]g = (651‘652 B ‘C§2£51) 9=0,

13



con ai,az € R. I campi £ soddisfacenti L¢g = 0 formano pertanto uno spazio
vettoriale, chiuso rispetto all’'operazione [-,-]|, ossia un’algebra di Lie. Per
i teoremi 1.2.2 e 1.3.2 tali campi generano quindi localmente un gruppo di
Lie di isometrie, del quale essi rappresentano i campi di Killing nel senso
indicato al termine del teorema 1.2.2.

Si vuole ora stabilire quale sia la dimensione massima r dell’algebra di
Lie formata dai campi &, o, equivalentemente, quale sia il numero massimo
di soluzioni indipendenti delle equazioni di Killing 1.8 (cfr. [6], [7]). A tale
riguardo, si osservi preliminarmente che tali equazioni sono equivalenti al
requisito che la derivata covariante V¢ sia una 2-forma esatta, ossia che esista
una 1-forma w = w;dz’ tale da rendere soddisfatta la relazione V& =dw.

Infatti, nell’ipotesi di validita dell’equazione 1.8 si ha immediatamente
s = § (&5 — &1s) = V& =d(gida).

Viceversa, la validita di una relazione del tipo V& =dw implica automa-
ticamente l'antisimmetria delle componenti ;| ;, € quindi le 1.8.

In virtu del Lemma di Poincare, la condizione di integrabilita di V& =dw
risulta essere §f; ;) = 0, ovvero scritta estesamente:

&illj T &jl1ki T Exfig = 0-

In virtu delle equazioni di Killing stesse, quest’ultima puo essere riscritta
nella forma:

=&k + ki T Sxpjig = 0,

o anche, utilizzando l'identita di Ricci sulla commutazione delle derivate
covarianti seconde:

Ekllij = —Ep B jki- (1.9)
Le condizioni di integrabilita dell’equazione 1.9 sono a loro volta:
Eklliji — Erllitj = Splil kit + Eppp ity
da cui:
=&t B ki + Epi RVt — Epi RV kjt — ExppRPijt = € (B i — RPikay)5)
= & (Ruipj| + Britpl)
= &P Ripjt||ps

ovvero, riutilizzando le equazioni di Killing:
Eplm (0" j R 1 + 0™k RP 1y — 6™ RP jiy — 6™ RP ki) = §P Rgjyypp- - (1.10)
Quanto detto ¢ ulteriormente chiarito dai seguenti commenti:

- Le equazioni 1.9 implicano: <£i||j + 5]-”7;) " = (0. Le equazioni di Kil-

ling sono quindi (localmente) equivalenti alle equazioni 1.9 completate
dal “dato inizale” ;; +&;; = 0 in un punto preassegnato.
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- Per contrazione con g%, tenuto conto delle equazioni di Killing, 1’equa-
zione 1.10 implica:

& Rygp = €V Ryi — €0 Ryt — €7y Rpr, — €WV Ry
= &Ry — & Bk, + €V (Rppgs + Rigp) (1.11)
—Eplim (0" RBP4+ 6™ RP) = =&, (6" RPL — 0P L R™,) .

- La condizione 1.10 vale identicamente in conseguenza delle equazioni
di Killing se e solo se sono separatamente vere le equazioni:

Rijrap = 0,
0™ iR i + 0"k RP ij1 — 0" R ji — 0" iRV gy = 0P 5 R i + 0P R™3j1
=P R™ jg; — 67 R k1.

Contraendo j con p cid conduce alla relazione:
(n—1)R™ g = 6"k Ry — 0™ Ryy;
contraendo ulteriormente [ con ¢ si ottiene:
m m m m R m
(n—1)R", =0"xR— R"y, = R™) = —, (1.12)
n

da cui:

Rk = ) (9mkGit — Gmigrl) - (1.13)

n(n—1
Raccogliendo i risultati, e osservando che da 1.11 e da 1.12 segue:
% = () = costante (in realtad questa e una proprieta generale delle
varieta nelle quali il tensore di curvatura e dato da 1.13, cfr. il teorema
3.1.1 pin avanti), si conclude che la condizione di integrabilita delle
equaziont 1.9 e automaticamente garantita dalle equazioni di Killing

stesse se e solo se M é a curvatura costante (cfr. §3.1).

In tale ipotesi, scelti ad arbitrio un punto x € M, un vettore X €
T, (M) e un tensore doppio antisimmetrico A € A2 (M), esiste (local-
mente) una ed una sola soluzione delle equazioni di Killing soddisfa-
cente i dati iniziali:

i (x) =X, iy () = Ayj.

Tale soluzione ¢ ottenuta per serie, valutando le derivate successive

Ekllij| » Ek|jiji| » --- tramite la 1.9 e le sue derivate. Precisamente,
x x
dalla 1.9 si ha:

_ _ T
Ekllij = Akillj = —Ep R jkis
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da cui, per iterazione, essendo RPj1;;; = 0, e valutando tutto nel punto
X

— P, . — P ..
Eklliji = —Spi ki = —Ap R jri
— q.  — /g q . .
EkHijlm - _qulmR jki — XpR mqu jki
— P q .. .
§k||ijlmn - Aka mqu jki

La soluzione dipende quindi linearmente dai dati X, e A;;. Da quanto
detto segue elementarmente che in una varieta a curvatura costante
esistono n(g) = % campi di Killing linearmente indipendenti. Nel
caso in cui M non sia a curvatura costante, il numero di soluzioni
indipendenti é certamente minore, in quanto ’equazione 1.10 e tutte
le equazioni ottenute da questa per derivazione successiva e riutilizzo

della 1.9 pongono vincoli algebrici sulla scelta dei dati X;, Ajy.

1.4 Spazi omogenei.

Una varieta M sulla quale un gruppo di Lie G agisce transitivamente ¢ detta
uno spazio omogeneo.

Descritta con o : G x M — M un’azione transitiva di G su M, per ogni
x € M si definisce sottogruppo di isotropia di «x il sottogruppo H, C G
definito dalla relazione:

Hy={9€G|o(g,z)=x}.

Si osservi che, per costruzione, H, & un sottogruppo chiuso di G. Se z,
y sono due punti di M, i sottogruppi H,, H, sono isomorfi: infatti, scelto
g € G soddisfacente y = o (g, x), risulta: Hy = gH,g~". Essendo H, chiuso,
clascuno spazio quoziente G/H, possiede una struttura naturale di varieta
differenziabile di dimensione (dim G — dim H,) (cfr. [1]). Inoltre, Va,y €
M, gli spazi G/H,, G/H, possono essere identificati tramite l'isomorfismo
canonico:

G/H, > hH, ~ hH,g~' € G/H,.
L’applicazione:

ne: G/Hy —> M .
hH, ~ o(h,z)

¢ evidentemente iniettiva e surgettiva. Si puo mostrare (cfr. [1]) che n,
anche differenziabile. Dunque M e G/H, sono diffeomorfi, e cid vale per
ogni scelta di x € M. In particolare, se il gruppo in oggetto &€ un gruppo di
isometrie su M, si ha:

dim H = dim G — dim M < ”(";1) —n, n=dimM.
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Un’azione (non necessariamente transitiva) di G su M ¢ detta sempli-
cemente transitiva sui sottospazi (o, pitt brevemente, semplicemen-
te transitiva) se i vettori fondamentali (v} )x = (04), vi generati da una
base {v1...vp} di T, (G) sono linearmente indipendenti in ciascun punto
x € M. In tale ipotesi ¢ possibile costruire localmente una base in 7' (M)
invariante rispetto all’azione di G. Si descrivera ora tale costruzione e se ne
esamineranno alcune applicazioni.

Sia 0 : G x M — M T’azione semplicemente transitiva di un gruppo
p-dimensionale G su una varieta M di dimensione n. In conseguenza del-
I'ipotesi di semplice transitivita, dato un punto x¢g € M, ogni sistema di
coordinate {91 .. .gp} € U C RP? in un intorno aperto U, dell’identita di G
induce un corrispondente sistema di coordinate nella sottovarieta omogenea
di M passante per zg: 7z, := 0 (Ue, x9) mediante I’'omeomorfismo:

@ U — Txg .
(' -..g?) ~ o(g(g'...q7),m0)

Si consideri un qualunque sottospazio V C Ty, (M) con dimV =n—pe
tale che V N T, (7z,) = {0}; si scelga ad arbitrio una sottovarieta (n — p)-
dimensionale S C M tangente a V' in xg. Indicato con {xl . x”_p} elU' C
R™P un sistema di coordinate locali in un opportuno intorno di zq in S,
I’applicazione o = o (g (g1 .. .gp) , T (ml e x”_p)), con x (ml . a:”_p) €S,
rende {gl gl xt .x”*p} € U x U’ un sistema di coordinate locali in M.
Infatti, dalla semplice transitivita di o e dal fatto che o, = idj; segue che

1...6”,93(1)...308710 =n.

(rank o) (e

Nell'intorno aperto U, C M in cui tale sistema di coordinate ¢ definito
si possono estendere i vettori fondamentali valutati sulla sottovarieta S a
campi X; € D! (U,,) come segue:

(Xi)(gl...gp’a;l...znfp) = (Ug(gl...gp))* (U’LF)x(xlmxn—p) Z = 1 .. p

f sono linearmente indipendenti in ogni
punto, e, poiche o : M — M & un diffeomorfismo, tali sono pure gli X;.
Si ha inoltre in Uy, (con: g =g (g1 . .gp)7 rT==x ($1 .. .xn_p)):

Per la semplice transitivita di o i v

(Xi)(gl_..gp,xl...xnfp) = (0g), (”f)x = (0g), (02),vi = (04), (Lg), vi
:(O'x)*(UZR)g izl...p,

dove v; € T, (G) genera il campo v!" € D! (M); da cio si ricava che:
[XiaXj](gl---gp,zl...xnfp) = (92). [UZRWJR] = Ckij (X’“)(gluy”,xl--w”"') :

Dalla definizione stessa degli X; segue che essi sono invarianti rispetto al-
I’azione del gruppo G ristretta a U,. Pertanto gli X; formano una base
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invariante locale per lo spazio tangente alla sottovarieta omogenea passante
per ogni € Uy,. Gli X;, 7= 1...p possono essere completati a base dello
spazio tangente a M con l'aggiunta dei campi:

o
Xp+j:@ j=1l...n—p.

Oltre a commutare fra loro, questi commutano pure con i campi {X; ... X}
e coi vettori fondamentali {vf e vf } Indicato infatti con: gp‘g Uy, — Uy,
il gruppo a un parametro di diffeomorfismi generato da X1, con Uy, C Uy,
nel sistema di coordinate {gl .gPat, ..x"*p} per una generica coppia
g:g(gl...gp) eG, x :x(xl...:p”_p) € S risulta:

(@éOU) (g,7) = @é (g"...gPat .2 P) = (g"...gP 2t 2T L a"P)
= (9.1 @).

Da cio e dalla definizione stessa della derivata di Lie seguono elementarmente
le relazioni: ([’XPH) UZ-F =0e ([,Xpﬂ,) X; =0.

I campi {X; ... X, } definiscono dunque in 7' (M) una base invariante
(localmente) rispetto all’azione semplicemente transitiva di G. Come gia
anticipato, tale base non € unica, ma dipende dalla scelta della sottovarieta
S secante gli spazi omogenei.

In particolare, se M & una varieta riemanniana, con metrica g, e se G ¢
un gruppo p-dimensionale di isometrie in M semplicemente transitivo, con
{f 1-- .§p} campi di Killing generati da G, allora le componenti del tensore
g rispetto a una base invariante {Xj ... Xy} sono tali che: (L¢,) (Xq, Xp) =
& (gaw) =0,i=1...p,a,b=1...n = dim M, come segue facilmente dal
fatto che la derivata di Lie € una derivazione che commuta con le contrazioni.

Facendo uso dei risultati precedenti, e restringendosi al caso di una va-
rieta M di dimensione n con metrica g iperbolica su cui agisca un grup-
po semplicemente transitivo G di isometrie con dimG = n — 1, si vuole
ora trovare una base invariante in cui l’espressione del tensore metrico sia
particolarmente semplice.

Fissato un punto xg € M tale che per esso passi una superficie omogenea
Tz, Don di tipo nullo, € definito in un intorno aperto di xg il campo V €
D! (M) dei versori ortogonali alle superfici omogenee ((V, V) = 41 a seconda
che 7, sia di tipo tempo o di tipo spazio). Sia vy, = v,, (£) la linea integrale
del campo V uscente da xy. Come si e visto in precedenza, se {91 .. .g”_l}
sono coordinate in un intorno dell’identita di G, allora ’applicazione: o =
o (g (g1 .. .g”_l) ,f) definisce coordinate locali {91 .. .gp,f} in un aperto
Uz, € zo di M; cio e vero in quanto Vi, & Ty, (74,). Sipud dunque costruire
una base invariante esattamente nello stesso modo visto sopra, essendo in

questo caso S = v, . Tale base sara: {Xl X1, X = 8%}, con:

[Xn,Xi] :O, [Xi,Xj] :Ckink i,j,k:1...n—1.
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Detta {w1 W Wt = dE } la corrispondente base duale, risultera simil-
mente:

) 1. .
dw™ =0, de:—gc’jkuﬂ/\wk ,j5,k=1...n—1.

Le costanti c'j, che compaiono nell’espressione precedente sono le costanti di

struttura del gruppo G. Lungo v, ¢ inoltre per costruzione: (X, X,) o () =
g

+6mn, m = 1...n, mentre dal fatto che &; (X, X)) = 0 in Uy, e che i
campi {51 e §n_1} generano in ogni punto lo spazio tangente alle super-
fici omogenee segue che (X, X;) = £mn in tutto Uy,; analogamente si
vede che, posto: (Xi’Xj)'yzo(é) = gl-j;- (¢), m = 1...n lungo 7,,, allora

(Xs, Xj) = g;? (&) in tutto Us,.(con g;? si indicano le componenti di una
metrica (n — 1)-dimensionale iperbolica o definita positiva a seconda che sia
(V,V)=10 (V,V)=1). La metrica di M si riscrive infine:

g==+d{®@d§+ g5 6w’ @ w. (1.14)

E utile osservare che le curve v = v (t) uscenti da 7, e definite in
coordinate {acl =gl an =g = §} da:

i

o, =costante, 2=t i=1...n—1

X

sono geodetiche; cio segue dal fatto che da 1.14 si ricava: I'y,," = 0, p,q =
1...n, e dunque le v soddisfano I’equazione delle geodetiche; si ha inoltre
(% (t),% (t)) = £1 = costante.
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Capitolo 2

Richiami di relativita
generale.

2.1 Idrodinamica relativistica.

E noto dalla relativitd generale (cfr. [8], [9], [10]) che, in conseguenza del-
le equazioni di Einstein (in tutto il seguito esse si supporranno senza

costante cosmologica):
1
R,Lu/ - §Rg,uzx = T/.Llla (2'1)

conc=1,G= (87r)_1, segng = (+,+, +, —), P'evoluzione del continuo (go-
vernata dall’equazione T, = 0 per il tensore energia-impulso TH") segue
direttamente dalle proprieta geometriche dello spazio-tempo V,, ovvero dal
fatto che, per le identita di Bianchi, il primo membro della 2.1 ha divergenza
identicamente nulla.

Per una polvere di particelle non interagenti il tensore energia-impulso
si scrive:

TH = pVHVY, (2.2)

dove u indica la densita di massa propria, definita da:

1
= Vo Z (mo)p ,
PedVy

il tutto essendo valutato nel riferimento di quiete istantanea, mentre V*
indicano le componenti della quadrivelocita. Le particelle del sistema com-
piono ciascuna un moto geodetico; 'annullarsi della divergenza di TH” e
infatti equivalente a:

(WYY, = (V7)) V4 iV VH), =0,

[lv

Essendo i due addendi rispettivamente parallelo e ortogonale a V| il requi-
sito di annullamento della somma comporta ’annullamento simultaneo di
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entrambi. Sussistono pertanto separatamente ’equazione di continuita per
la quadricorrente materiale e ’equazione delle geodetiche:

(MVV)HV = (‘]V)HV = 07
DV

Per un sistema di particelle soggetto a sole interazioni di contatto si ha
invece:
T = pVevVY + SHY

in cui S, indica il tensore degli sforzi relativistico, definito dal requisito
che nel riferimento di quiete istantanea le sue componenti siano puramen-
te spaziali, e coincidano con le componenti del tensore degli sforzi classico
t;j. Per un fluido isotropo vale la legge di Pascal: la forza classica lun-
go un versore 7 ¢ data da: t9 n; = pn' (p ¢ la pressione). Cid conduce
all’identificazione:

S = p (g + VIVY).

In quest’ ultimo caso, contraendo la 2.1 rispetto a e v, si ricava: R = u—3p,
e quindi:

1
Ry = (n+p) ViV + 5 (1 = p) Gpu- (2.3)
Per un fluido isotropo le cinque equazioni 7", = 0 e V#V,, = —1 coinvol-

gono le sei incognite u, V#, p; si deve percio ancora assegnare I’equazione
costitutiva di p, che per un fluido perfetto e:

p=p(u). (2.4)

Per una discussione dettagliata sul problema di Cauchy connesso al siste-
ma di equazioni differenziali 2.1 alle derivate seconde nelle funzioni incognite
guv si rimanda alla sezione §5.2.

2.2 Espansione, rotazione e deformazione di un
fluido.

Sia I una congruenza (o tubo) di geodetiche v in V; parametrizzate me-
diante il tempo proprio 7, e sia V, = % (z) il corrispondente campo dei ver-
sori tangenti. Un campo X € D! (V) & detto un vettore di connessione
per I se:

LxV =[X,V]=0. (2.5)

La condizione 2.5 implica che il gruppo a un parametro di diffeomorfismi
¢ generato da X preserva il campo V', e quindi trasforma localmente curve
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di I' in curve di I', mantenendone immutata la parametrizzazione. Nel limite
§ — 0, confondendo v, (x) con £X,, cio e esemplificato dalla seguente figura:

pA P
Ve (x =71 (70)) = 2" =7, (7)),
o Yely=m(r0+ A7) =y =7y (1 + A7),

La condizione 2.5 fornisce un sistema di quattro equazioni differenziali
nelle quattro incognite X* (a:l .. a:4), che individuano il campo X a meno
di condizioni iniziali. La liberta nella scelta di quest’ultime puo essere usata
per trovare un campo di connessione per I' ortogonale a V. Indicato infatti
con ¢, il gruppo a un parametro di diffeomorfismi generato (localmente) da
V', con un ragionamento del tutto analogo a quello svolto in §1.4 a proposito
dell’azione semplicemente transitiva di un gruppo su una varieta si vede che
esiste una superficie 7 tale che ¢ : (—¢,¢) x 1 — Vy sia un diffeomorfismo.
Si puo ora fissare un campo di vettori X € D! () in modo che (X, V)| =0,
e trasportarli con (¢;), in un aperto U di Vy; in U si avra pertanto:

(9-t). Kottr) — Xe
t

Ly X = lim =0 xem,

t—0
cioe [X,V] =01in U. Inoltre (X, V) si annulla in tutto U; infatti, indicata
con V la connessione riemanniana di Vg4, per confronto con I'’equazione 2.5
si ottiene l'identita:

0=T(V,X)=VyX —VxV - [V,X] = Vy X = VxV.

Da questa, ricordando che V' & per definizione un campo di versori tangenti
a geodetiche parametrizzate in modo affine, si ricava facilmente:

D 1

Dr (X, V)= (Vv X, V) + (X, VyV)=(VxV,V) = §VX (V,V)=0.

A ogni osservatore O ‘liberamente cadente’, ossia soggetto alle sole inte-
razioni gravitazionali, & associata la geodetica v corrispondente alla linea di
universo di O stesso. In ogni punto di 7y lo spazio tangente a V, si decompone
nella parte tangente e nella parte ortogonale a ~. Piu precisamente, detto 7
un generico parametro affine lungo v, si ha: T;) (Va) = L (7 (7)) @7 (r)*.
Il sottospazio Xy = 7 (T)J_ definisce in ogni punto lungo v la piattaforma
spaziale di O. Fissato un punto xg € 7, una terna di vettori ortonormali
{(el)mo s (€2) 4, 5 (eg)xo} € X, puo essere trasportata parallelamente lungo
la geodetica v, o in altre parole puo essere prolungata lungo v in modo
che %—f = 0. I vettori {e1,e2,e3} cosi definiti lungo la linea di universo

23



di O individuano una terna di assi non ruotanti nel senso assoluto del
termine’.

In particolare, se in Vy & presente un fluido di particelle le cui linee di
universo descrivono una congruenza di geodetiche I', € di particolare inte-
resse studiarne I'evoluzione nel giudizio di un osservatore in moto lungo una
curva v € I', ovvero solidale col fluido stesso. I vettori di connessione X
ortogonali al campo delle velocita V' giacciono in ogni punto di v sulla piat-
taforma spaziale di tale osservatore. Se (e;);c {1,2,3} € una base ortonormale

ortogonale a V' e trasportata parallelamente lungo +, si ha:

DX
Dr =Vy (X, ei) = (VvX, ei) + (X, Vvei) = (VXV, ei) . (2.6)

Completata la terna (ei)ie{l 23} @ base di T'(V4) coll’aggiunta del campo
ey =V, e definite le quantita (calcolate lungo ~):

1
0= VaHon h,uu = G + V;},VIM Wy = 5 (V;,L”V - Vu||u) )
1 1
o = 5 (Valo + Vo) = 3000,
2 3
sussiste ’evidente relazione:
1
Villy = 0w + Wy + gehuw
per effetto della quale la 2.6 diventa:
i i i L j
0X' = (fj-f-wj-f-gghj X7oT. (2.7)

In altre parole, secondo l'osservatore in moto solidale col fluido le particelle
si discostano di una quantita X in un tempo infinitesimo d7 secondo la
relazione 2.7. Le quantita w,, o, e hy, sono rispettivamente le componenti
di un tensore antisimmetrico, di un tensore simmetrico a traccia nulla e di un
tensore simmetrico; nella base {e1, e, e3,e4} si ha: wo, = ooy = hoy = 0,
e inoltre: h;; = d;;. La 2.7 mostra pertanto che l'osservatore vede una
porzione di fluido nel suo intorno ruotare secondo w;;, espandersi secondo 0
e deformarsi secondo ;.

INel caso pitl generale in cui @ non risulti in moto geodetico, la terna non ruotante

Dpe; _ :
5~ =0, in

si ottiene trasportando i vettori {(el)xo s(e2), (63)960} € Xz, in modo che

. D Co e e . . . N . .
cui con = si ¢ indicata la derivata di Fermi lungo la curva 7 (7 & lascissa curvilinea

Dt
di ). Tale operatore agisce sui vettori X definiti lungo 7 stessa e tali che (X,4) = 0,
ed & definito da: DDFTX = % - (X, %) V', in particolare, se v € una geodetica, allora
DpX _ DX
Dr — Dr°
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In una base olonoma generata dal sistema di coordinate {ZEl .. .$4} le
W, sono le componenti della 2-forma:

L, 1[0V - oV, o y
w = ww,dxu/\dx = 5 (8955 —Fp,z/ Vo'_ %"’FWL Vo) dz* A dx
= aﬂdx“ ANdx” = —dV.
ox”

L’assenza di rotazione ¢ quindi equivalente al requisito che almeno local-
mente esista una f = f (a:l .. .x4) tale che V' =df, ossia che la varieta V,
sia fogliettabile mediante superfici ortogonali a V.

Affinche una nuvola di particelle si muova seguendo una congruenza di
geodetiche v non & necessario che le particelle non interagiscano fra loro;
per esempio, se T+ = pVHVY + SH ¢ sufficiente che sia S*|, = 0, e cio
puo aversi anche se p # 0 (per esempio, si vedra che, per costruzione, nel piu
generale modello di Friedman-Robertson-Walker il moto del fluido ¢ sempre
geodetico). Dall’identita di Ricci:

Vilag = Vulga = B papVo
saturando p con « e contraendo con Vg si ha:
VP05 — VOV 5, = —RogVV?.
Poiche V e tangente alle geodetiche:
1
2 2 2
VOVE gy = =V, VH s = w* — 0 — 20
e quindi si ottiene '’equazione di Raychaudhuri:
1
RogVVP = w? — 0% — 207 = V7). (2.8)
Dalla 2.3 segue invece che:
1
RypVoVF = 5 (n+3p),

da cui per il termine di espansione 8 si ricava l’espressione:

00 1 1
B 0?2 =20t = 3p) . 2.
Se p> —%, i assenza di rotazione si ha:
de 1
— f+-6?<0. 2.1
dr + 3 = 0 (2.10)

Se 0 (19) # 0 questa disuguaglianza puo scriversi:

d (1) _1
— [ Z) >
dT(G)_3

e quindi esiste un valore finito di 7 per il quale 8 — oco. Questo risultato
viene usato sovente per mostrare ’esistenza di singolarita in svariati modelli
cosmologici.
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Capitolo 3

I modell1 di
Friedman-Robertson-Walker.

3.1 Spazi con curvatura costante.

Sia V5 una varieta riemanniana bidimensionale. E evidente che in questo
caso 'unica componente indipendente del tensore di Riemann & Rj219, € si
puod sempre porre:

Ri212 = K (911922 — g12921) = K det g. (3.1)

K (z) non dipende dalla scelta della base in T (V2). Se infatti si effettua il
cambiamento di base: w* = WS, * si ha:

detg = (detB)’detg , Rigo= Rypo 81" B2 817827 = Ri212 (det B8)?
= K'(z) =K (x).

La funzione: K : V5 — R & detta curvatura gaussiana della varieta V5.

Sia ora M una varieta riemanniana con dim M > 2. In ogni punto
xo € M si puo stabilire una corrispondenza biunivoca (e differenziabile) fra
vettori in un intorno Uy di 0 in Ty, (M) e punti in un intorno U, di zg
in M, in modo che a rette uscenti dall’origine in Ty, (M) e aventi v € Uy
per vettore direzionale corrispondano localmente geodetiche uscenti da xg in
U,, e aventi v per vettore tangente in x; per ’evidente analogia con quanto
gia visto nel caso dei gruppi di Lie, questo diffeomorfismo prende anch’ esso
il nome di map-esponenziale':

eXPy, : U — Ug
v~ 7, (1)

Tl map-esponenziale descritto in 1.1 per un gruppo di Lie G coincide con il map-
esponenziale teste definito per le varieta riemanniane se in G si introduce la connessione
naturale associata alla nozione globale di equipollenza indotta dal left-trasporto (cfr. [2]).
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essendo 7, la geodetica uscente da xg e avente ivi v per vettore tangente (cfr.
[2], [3]). Il map-esponenziale permette di introdurre coordinate locali (dette
coordinate normali) {z'...2"} in Uy, associate a una base {X1... Xy}
di Ty, (M) secondo la relazione gia vista nel Capitolo 1:

Uy > iL‘iXi ~ €XPy, (.%'lXZ) S Uxo-

Due vettori v(qy, v(g) non paralleli di Ty, (M) inducono un sottospazio
bidimensionale di T, (M) e di conseguenza una sottovarieta V5 in M:

L (v, vi2)) 2 y'v) +570@) ~ expy, (¥ vy +yPve) € Vas

{(yo‘)ae{l 2}} sono coordinate locali in un intorno di xg in Va.

Se V5 non & una superficie di tipo nullo, la metrica g indotta in V5 dalla
metrica g di M e:

g=1i"(g9)=1i" (gijdxi ® da:j) = gijvéa)vgﬂ)dya @ dy? = Fapdy® ® dy®.

La metrica g induce in V5 una connessione riemanniana V, i cui simboli di
Christoffel possono essere calcolati come d’ uso:

1 8§a'y agﬂ’y 8§o¢,3 i ik x
lafink =3 ( YRR R ) = V)V sk} (3:2)

Poiche {z'...2"} sono coordinate normali in M, Vw € Ty, (M) si ha per la
geodetica v,, (s) = exp,, (sw) passante per xg e ivi tangente a w:

D2y D . o
= w_ ? — (0= L)
"= D ~Ds <w <axi)exp (Sw)> 0= (1) |exg, (o
o

= wlwhT /! (expy, (sw)) .

Quest’ ultima relazione deve valere per qualunque (wl .

ogni i € {1...n}. Deve quindi essere:

.w”) € R" e per

szk ($0) = 07

e dunque anche:

{ij: k)4 = 0. (3.3)
In una generica varieta riemanniana il tensore di curvatura in forma com-
pletamente covariante ¢ dato da:

Rpgrs = % {sq;p} — % {rg;p} + {:q} {sp;t} — {Stq} {rp;t}. (3.4)

Dalla 3.2, dalla 3.3 e dalla 3.4 segue che 1'unica componente indipendente
del tensore di Riemann R = Eam(gdyo‘(@dyﬁ@dy“*@dy‘; di (Vg,ﬁ) in xg e:

(Eum)xo = (Rijkl)xo U%1)“€2)”(1)U(2)'
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Confrontando con la 3.1:
Rio1z = K (911922 — G12921) = K (9ikgjt — 9ugjk) vfl)vé)va)vég)

si ottiene ’espressione per K (valida se V2 non € una superficie di tipo nullo):

(Rijht) gy Va)Viay VL
K (.%'0) = — P T (3.5)
(glkgjl gzlg]k) U(l)?}

K (z¢) dipende solo dalla scelta della superficie V2 e non dalla scelta
dei vettori v(y), v() che la definiscono. In particolare, se per ogni x € M
il valore di K (x) non dipende dalla scelta della superficie Vo passante per
x, allora M viene detta varieta isotropa. In questo caso, definito in M
riferita a coordinate normali il tensore:

Sijki = Rijk — K (gikgji — gudjk)
dal fatto che Sijklvél)vé)vé)véz) = 0 Vu(1),v2) € R" segue che:
Sijkt + Skjit + Sitkj + Skiij = 0.

Combinando quest’ ultima relazione col fatto che S;;r; soddisfa le stesse
proprieta di simmetria del tensore di Riemann, si ricava facilmente che S =
0. Percio M é una varieta riemanniana isotropa se e solo se in qualunque
sistema di coordinate:

Rijii = K (9ixgji — 9ugik) - (3.6)

Ogniqualvolta il tensore di Riemann ammette la rappresentazione 3.6,

la funzione K : M — R e necessariamente costante; infatti Rjpm =

%—[fn (9ikgjt — gugjk) e dalle identita di Bianchi R;j{m) = 0, contraendo con

gF7, si ottiene:

0K 0K
=) (s — 5 )

Per n > 2, contraendo con ¢% quest’ultima risulta equivalente a:

oK

D m=1...n,
T

che mostra che K & costante. Quindi:

Teorema 3.1.1 Le varieta isotrope sono automaticamente varietd a cur-
vatura costante.
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Sotto opportune ipotesi di analiticita, si pud mostrare (cfr. Appendice
B) che, in una generica varieta riemanniana M riferita a coordinate normali
{xl .. .:c”}, nell’intorno di ciascun punto xg si puo dare uno sviluppo in serie
per le componenti del tensore metrico, in modo che i coefficienti dei termini
di grado ! dipendano solo da g;; (zo) e dalle derivate covarianti fino all’ordine
(I —2) di R'jj;. Se il tensore di curvatura di M & tale che VR = 0, allora M
si dice varieta simmetrica, e i coefficienti dello sviluppo dipendono solo
da Rjjp (x0) come segue:

gij (LEI e fL’n) = gij (330)
00 2\ "
+Z <3> aPra®t . Py
r=1
. (RklplquRklmtnkz Tt er_lprqf"i) ‘mo . (3.7)

Cio significa che la geometria di una varieta simmetrica é completamente
determinata una volta assegnati i valori del tensore metrico e del tensore di
curvatura in un punto.

Le varieta a curvatura costante sono evidentemente un caso particolare
di varieta simmetriche. Dal discorso precedente segue che, date due varieta
M, N con la stessa curvatura costante K e con la stessa segnatura della
metrica, € sempre possibile trovare un sistema di coordinate nell’una in modo
da ricondurre la metrica alla stessa forma che essa assume in un fissato
sistema di coordinate dell’altra (se le due metriche hanno diversa segnatura,
la trasformazione di coordinate non ¢ reale).

Sia data ora una varieta riemanniana M, con n = dim M > 2, la cui
metrica, in un sistema di coordinate {xl . x”}, assume la forma:

1 n . . K n i\ 2
g:(ﬂ;eidﬂ@dml, e; = £1, 0:14-4;@]‘(1'2)' (3.8)

E facile verificare che M ha curvatura costante e pari a K. Quindi, in ogni
varietd riemanniana n-dimensionale a curvatura costante e con segng =
(e1...en) € sempre possibile trovare un sistema di coordinate in cui la metri-
ca assume la forma canonica 3.8. In particolare, una varieta piatta ammette
coordinate pseudocartesiane.

3.2 Geometria delle sottovarieta ed esempi di va-
rieta a curvatura costante.

Data una sottovarieta (i,S5) non di tipo nullo di una varieta riemanniana

(M, V), in ogni punto = € S si ha l'ovvia decomposizione: T, (M) =T, (S)®
T, (S)*. Dato un campo vettoriale X € D! (S), si indicherd con X’ una
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qualunque estensione di i, X a un campo vettoriale definito in un aperto
di M. Per ogni coppia di campi X,Y € D! (S), cido comporta [ X', V'] =
iv [X,Y], Vo € S, e quindi anche [X',Y’] € T, (S). Dato in un punto un
vettore Z € T, (S), € pure ben definita la derivata covariante: (VzX), :=
(VzX'), € T, (M)2. Sipud pertanto decomporre (VzX), nelle sue parti
parallela e ortogonale a T}, () secondo: (VzX), = (VZX)LL +(VzX)t.

Se si definisce I'operatore V dalla relazione:

(VzX)xz(VZAX) x €S,

I
x

si verifica agevolmente che (S, ﬁ) e la connessione riemanniana corrispon-
dente alla metrica § = i* (g) indotta in S dalla metrica g di M (cfr. [3]).
Per ogni coppia di campi vettoriali X,Y € D! (S) si ha similmente:

(VxY); = (VyX), = [X,Y]; =0= (VxY); = (VyX);,
Cid comporta la relazione: (Vyx (gY)): = f(Vx (gY))y = f (Vv X)T =
fg (VXY)i per ogni f,g € F (M), la quale mostra che per z € S & ben

definita I’applicazione bilineare simmetrica (detta seconda forma fonda-
mentale di S):

Syt Tp(S)xTy(S) — Ty (S)*:
(XOC?YSE) ~ (vXY)j

dove X,Y € D! (S) sono campi che prolungano X, Y;.
Se N € T, (S)™, si pud ancora introdurre I'operatore:

Ay : Tp(S) — T, (9),

definito dal requisito che per ogni scelta di una coppia di vettori V,Z €
T, (S) sia:
(ANV,Z) = = (S (V. Z),N). (3.9)

Se si estendono localmente i vettori N, Z a campi vettoriali N’, Z’ definiti
in un aperto di M, dalla 3.9 e dalla definizione di S si ha:

(AnV.2) = = (W2, V) = (2. (VvN),)

= (2. (WN))) WZEeT(S),

2Tale definizione non dipende nei punti z € S dalla scelta del campo X' che estende
X. Se infatti si scelgono coordinate {z%, a=1...m =dim M} in M, in modo che la
superficie p-dimensionale S sia data in forma implicita dal sistema di equazioni z® = 0,
a=m—p+1...m, usando la convenzione per cui gli indici latini corronoda 1 am—p+1,

si ha:
9
9
x aiEa z ’

(v2x7), = 2 (2505 4 () )

<29 () )
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da cui segue che:
AnV = (Vi N

E ora facile verificare che YU, V,W € T} (S):
RU V)W =RU V)W + AsnyU — Asww) V., (3.10)

dove R ¢ il tensore di curvatura di (S V)
Sia data ora in R™*1 (m > 2) con metrica euclidea g = §;;¢
sfera m-dimensionale di raggio p con centro nell’origine:

m+1
S — {(xlmxmﬂ) e R™H | Z (xz)Q _ p2},

—>>s<z ® —>>)<] la

i=1
= 1 m\L . m s
esia: 7 = (P—0)eTp (Sp ) il versore normale uscente da S;* in P.
Indicato con 7’ un prolungamento di 7 in un intorno di P, se @ € Tp (S,T)

si ha: .
Aﬁ? = (V?ﬁ/)“ = a:]n Il7 ( )?1 = *?.

Dalla 3.9, poiche 77 genera Tp (Sm) , segue che: S ? 7 % ? 7
VT, €Tp ( ) e quindi dalla 3.10 si ottiene (7 eTp ( ))

77?% 7T (@ D7V

Cio mostra che, rispetto alla metrica indotta: g = igm (9), Sy € una varietd
P
riemanniana m-dimensionale con curvatura K = p—lz costante e con metrica
definita positiva.
In R™*! (m > 2) con metrica pseudoeuclidea g = Nij €
diag (1...1,—1), "iperboloide & definito come il luogo dei punti:

H;n _ {(wl m+1) c RMH1 ‘ f Z _ m+1)2

=1

, =

_ _p27 xm—&-l 210}

m z—)*'L

. . s L=y df
In forma covariante il versore uscente & dato da: g () = 55 =3 2;%, &
m—+1 . .
gl da cui: W= YO 2, Analogamente a quanto fatto in

P i=1 p

3Infatti:
RU V)W ={Vy [Vy W +8 (V' ,W)] - Vv [VoW +8 U, W)]
T W - S (U], W)}
=VuVv W = Vv VoW =V vy W+ AsvunyU — Asww)V
=R(UV)W + Ascv U — Asw,wyV,
dove U’, V', W’ prolungano U, V, W in un aperto di M.
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precedenza, osservando che nel caso attuale sussiste la normalizzazione -

W= —1, risulta:

Aﬂzl?, smm:l(?-mﬁ
m,m?:— (77— (7 )7,

per ogni z, 7 Z tangenti a H,". Dunque H" con la metrica indotta da
g= 77ZJ_>>M ®_>*J e il prototipo dz varieta riemanniana m-dimensionale con

curvatura K = —p% costante e con metrica definita positiva.

Non e difficile dimostrare che ogni iperpiano in R™*! con metrica eucli-
dea (o, equivalentemente, ogni iperpiano di tipo spazio in R™ L con metrica
pseudoeuclidea) é una sottovarieta di dimensione m a curvatura nulla e con
metrica definita positiva.

E utile infine osservare che fra gli spazi a curvatura costante e con metrica
definita positiva solo quelli con K > 0 (isometrici alla sfera) sono limitati.

3.3 I modelli di Friedman-Robertson-Walker.

Il pitt generale modello FRW si fonda su tre assunti:

Assioma 1 L’universo € idealizzabile con un gas di particelle le cui linee di
UNIVErso formano una congruenza.

Cio equivale a individuare in V4 una congruenza I' privilegiata di curve di
tipo tempo, tale che il moto (moto naturale) di ogni galassia sia descritto
da una curva v € I'. In particolare, per ogni x € V4 passa un’unica curva di
I', e non possono dunque esservi ne sorgenti ne buche di fluido.

Assioma 2 L’universo ¢ omogeneo.

In altre parole, ogni osservatore in moto naturale lungo una qualsiasi
v € I" vede allo stesso modo l'intero universo, e nel suo riferimento le galassie
sono distribuite in modo omogeneo e uniforme.

Assioma 3 L’universo € isotropo.

Non esistono pertanto direzioni privilegiate nel giudizio di alcun osser-
vatore in moto naturale, ne la distribuzione delle galassie mostra alcun gra-
diente in qualche direzione, ne 'orientamento dei relativi assi di simmetria
evidenzia alcun allineamento.

Gli assiomi 1, 2, 3 sono sufficienti a restringere l'insieme delle metriche
ammissibili per V4 ad una classe ben definita e con caratteristiche comuni.
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In virti di 1 si puo definire il campo V' € D! (V) dei versori di tipo tempo
tangenti alle curve v € I'. Da 3 segue che V' non puo avere accelerazione, in
quanto quest’ultima individuerebbe una direzione privilegiata nel giudizio di
un osservatore in moto solidale col fluido. Pertanto, i moti naturali formano
una congruenza di geodetiche. Ancora da 3 segue che un osservatore in moto
lungo una generica v € I' non nota alcuna rotazione o deformazione nella
distribuzione delle galassie che lo circondano; in caso contrario, infatti, ’asse
di rotazione o gli assi di deformazione individuerebbero un orientamento.
Percio i tensori w e o (definiti in §2.2) si annullano in ogni punto di V.
Dall’annullarsi di w segue direttamente (cfr. §2.2) che per ogni xzy € Vy
esiste un intorno aperto U, e una funzione ¢ € F (U,,), definita a meno
di una costante additiva, tale che V' = —g~!(dt). Scelta la funzione t
(indicata sovente col nome di tempo cosmico), per ogni z € U,, passa
un’unica superficie 7, (di tipo spazio), di equazione t =t (r) = costante,
ortogonale a V.

Fissato ¢ (xg) = 0, siano {:cl,:z: ,333} coordinate per la superficie mg.
Detto ¢ : Uy, — Vi, con § € (—¢,¢), Uy C Uy, il gruppo a un parametro
di diffeomorfismi generato dal campo V', se ne consideri la restrizione ¢ :
(—€,€) x mo — V4 alla superficie 7, descritta in coordinate da ¢, (z) =

© (f,xl,xQ,x?’), con z € mg. Dal fatto che ¢y = idy, segue che i vettori

de
dz?

T, (m0). Quindi {xl,xQ,x?’,m‘l =¢ } definiscono mediante ¢ un sistema di
coordinate locali in un intorno aperto Uy C U; di xo. Ogni curva ¢ (§, z),

2

(0,z0) generano lo spazio tangente T}, (7o), mentre ?TZD (0,20) = Vy, ¢

con x € mq fissato, € una linea uscente da = avente V = g per vettore
tangente, cio¢ € una geodetica v, € I' parametrizzata da ¢ in modo affine.
Essendo il campo V un versore di tipo tempo, la rappresentazione della
metrica nelle coordinate {ZEl, x2, a3, & } assume una forma del tipo:

g = —dé ® d€ + gg;d€ ® da’ + gigda’ ® dE + gijda’ @ da.

D’altronde, per costruzione V' e anche ortogonale alla superficie mg a £ = 0,
la qual cosa comporta:

94i (xl,:rQ,:rg,O) =0.

L’equazione delle geodetiche, con 7 parametro affine, é:

2 B
daf N deg day _
dr2 °F"qr ar ’

che per v, ricordando che g44 = —1, si riscrive:

I‘44H:0 /1,21...4,
cioe:

ag4u _
Ozt

1
29"t =0 p=1. 4 {d4v} =2
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Dunque g4; = 0 in tutto Uy} . Da cio segue anche che d§ = —g (V') =dt, cioe
z? = ¢ =t (a meno di ininfluenti costanti additive).

In tutta generalita, un sistema di coordinate {x1,$ ,$3,$4} ricavabile
come sopra a partire da un campo V di vettori di tipo tempo o di tipo spa-
zio tale che V), — V), = 0 e che (V,V) = F1 = costante (o, in modo
equivalente, tale che Vi, —Vy,, = 0 e che VyV = 0) prende il nome di si-
stema di coordinate gaussiane®; in tale sistema di coordinate la metrica
si scrive:

2

g = guda? @ dat + g5 (¢ 2%) da’ @ da,

con: ggg = (V,V) e gi € una metrica tridimensionale iperbolica o definita
positiva a seconda che sia g44 = 1 0 g44 = —1. Nel caso presente:

g = —dt? + 9ij (xl . ..sc4) dz! @ da’,

con g;; definita positiva.
Dalla richiesta che il modello sia omogeneo segue che gli osservatori in
moto naturale misurano lo stesso valore del parametro di espansione della
congruenza I indipendentemente dal punto in cui si trovano su una generica
superficie a t = costante; in altre parole, 6 ¢ funzione del solo tempo cosmico:
0 =0 (t). Sie gia visto che il reqisito di isotropia impone che sia 0 = w = 0;

si ha pertanto:
9gij

1 1
0 = ow=2V,, — 50 (G +V, V) = ot Pji4 = Vi = 6

9%]‘
0 1

e Elngij (a:l,a:Q,a:B,t) = 60(t)

= gij (ml,xQ,xB,t) = G2( t) gij (a; 22, 23 O)

4Un sistema di coordinate gaussiano pud pure essere costruito a partire da una qualun-
que superficie S di tipo non nullo in V4. Siano infatti {y"...y*}, {z",2% 2} coordinate
generiche rispettivamente in Vi e in S; indicando con N il versore ortogonale a S in
ciascun punto x = x (xl,x2,m3) € S, la soluzione del sistema di equazioni differenziali

ordinarie:
d*g* r pdy® dy
dr? as” dr dT
7 (0) = y* (z (2", 2%,2%))
dy .\ _
E (0) - Nz(zl,zz,zg)

=0

3

individua (localmente) un sistema di coordinate {xl 2?23 xt = T} in V4 legato alle

{y1 . y4} dalla trasformazione: y< = y* (1‘1 22,23 x ); tale trasformazione & localmente
invertibile in virtu del fatto che det gzi — 4§ s # 0; inoltre nelle nuove coordinate
{ml,m2,x3,x4} si ha:

L' =0= 88%‘5 =0 = guu (¢',2%,2° 2") = Gup, (2',2°,2°,0) = 0.
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con G # 0 funzione arbitraria. Percio: g;; (2!, 2%, 23,t) = G? (t) 9ij (a1, 22, 27),
con g;; funzione solamente delle coordinate {a:l,a:Q,:c3} per le superfici a
t = costante.

Le equazioni di Killing per la metrica:

g=—dt* + G*(t) gij (xl, z? 1‘3) dz' ® da?

sono:
_2(?5: =0, (3.11)

_gi +G29@-j%§ —0, (3.12)

?)i;i/gfk +gikg§ +9jkg§: - _Qggij’54' (3.13)

L’assunto 2 impone che ciascuna superficie 7; sia una sottovarieta omogenea
rispetto all’azione (effettiva) di un gruppo di isometrie G su Vy. L’assioma
3 richiede invece che il sottogruppo di isotropia H, C G di ciascun pun-
to x € m abbia dim H, = 3. Deve pertanto essere: dimG = 6. Dal
fatto che le my sono sottovarieta omogenee rispetto all’azione di G segue
che ¢* = 0 = costante; cid soddisfa la 3.11, mentre dalla 3.12 si ricava:
gh=¢ (:Ul, z2, 333); il requisito che infine la 3.13 ammetta 6 = w
soluzioni indipendenti equivale a domandare che g,; sia una metrica a cur-
vatura costante, come si € visto nel commento alle equazioni di Killing in
§1.4. Scegliendo opportunamente le {xl, x2, x3} puo dunque sempre aversi:

5o
Gii = % con K = costante € {1,0,—1}, 2 = (m1)2+(x2)2+(333)2.
g
1
La metrica completa di V4 € quindi:
G? (t , :
g=—dt@dt+ %&jdx’ ® da’. (3.14)
(509

Si vede in particolare che, fissato K, tutte le superfici a ¢ = costante sono
superfici a curvatura costante con lo stesso segno della curvatura, e sono
dunque isometriche fra loro. Per K = 1 le superfici 7m; sono isometriche a
sfere S’g(t) e sono dunque compatte; per K = 0 e per K = —1 le 7 sono
isometriche rispettivamente all’ordinario trispazio euclideo e all’iperboloide
H g(t , che non sono limitati e hanno la topologia di R®. Nel seguito si usera
talvolta in luogo della 3.14 la corrispondente scrittura ottenuta riferendo le
superfici a t = costante a coordinate polari (7,6, ) € (0,400) x (0,7) X
(0,27), vale a dire:

g=—dt* +dr* + f*(r) (d6” + sin® 6de?) (3.15)

5Per passare dalla 3.14 alla 3.15 basta infatti sostituire:

' =p(r)sinfcosp, x*=p(r)sinfsing, z° = p(r)cosb,
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con:
sinr se K =1

f(ry=<r se K=0
sinhr se K = -1

Dalla metrica 3.14 si possono ricavare i simboli di Christoffel, e da questi
il tensore di curvatura e il tensore di Ricci. Posto: g;; = (1 + %7“2)72 dij, si
calcola (z* = t):

. . G . . gP (09, 09, 07
Ly =9 i Fij4 = GGy, L' = % (8:5"] + 8;; - 83:;’) , (3.16)
Ryisj = —GGgij, Riju = G* (G2 + K) Gk — Gudix) » (3.17)
& s B

essendo nulle le quantita non esplicitamente indicate.

3.4 Simmetrie dei modelli FRW.

Nel seguito si indichera col simbolo “ ; 7 la derivazione covariante rispetto

alla metrica g;;, st porra: ¢;jx = G;195 — 9uJjx € gli indici saranno alzati e
abbassati con la metrica g,,. le equazioni di Killing 1.8 per la metrica 3.14
si riscrivono dunque:

o 4
67504 o, (3.19)

o¢t oEP
Eij + &5 = —2GGg;E". (3.21)

Le relative condizioni di integrabilita 1.10 non identicamente verificate sono:

0 = €5y (GG + G + 267, 25 + GG (gt + gh) (322
=&9; +GG )+ Gjiga T €y +ani€" ) »(3.22)
. o L (agt et
2 2

0= g%UM% ¢* (&2 + k)] +62 (62 + K)

. (Chjklfh;i + Cink€™j + cijn€"x + Cz’jkhfh;z> : (3.24)

con:
2tan 3 se K=1

p(ry=q r se K=0 .
2tanh g se K= -1
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Sostituendo la 3.20 nella 3.23 e contraendo con g/ si ottiene:

4
(G2 iy g GG*) Sik —0. (3.25)

Contraendo la 3.22 con g7 e sostituendovi le 3.19, 3.21 si ha:
¢ (cd-aa) =0, (3.26)
Contraendo la 3.24 con g*g/' e usando la 3.21 si ricava:
lelels (G2 VK- Gé) —0. (3.27)

Per costruzione, nel modello FRW agisce un gruppo a sei parametri di
isometrie per il quale le superfici con curvatura costante a t = costante sono
invarianti, e dunque esistono a priori sei campi di Killing linearmente indi-
pendenti aventi nulla la componente temporale. Questo puo essere verificato
ponendo:

=0 (3.28)

nelle 3.19, 3.20, 3.21. Con tale sostituzione si ottengono le equazioni:
9in€" 5 + 9" =0 (3.29)

in & = ¢ (azl,xQ,:p?’), e le condizioni di integrabilita 3.22, 3.23, 3.24 sono
identicamente soddisfatte in virtu di 3.28, 3.29. Cio € consistente con quanto
detto poco sopra.

Tuttavia, si puo richiedere che il modello abbia un numero di simmetrie
maggiore di quello imposto dagli assiomi 2 e 3, che e il grado massimo di
simmetria sulle superfici a t = costante. In altre parole, & possibile analizzare
le condizioni sulla metrica 3.14 risultanti dal requisito che esistano campi di
Killing ¢ aggiuntivi ai sei precedenti, cioe tali che £* # 0. In questo caso, &
necessario che siano soddisfatte le 3.25, 3.26, 3.27, cioe deve essere:

‘o NS B
(G iy g GG) o5 =0, (3.30)
d (G
G (G2 +K - Gé) = 0. (3.32)

Dalla 3.31 si ricava: G = CG, con C' = costante, mentre dalla 3.32 pud
essere: G2+ K —GG = 0 oppure G = 0. 11 primo dei due casi soddisfa auto-
maticamente la 3.30, e si vede dall’espressione 3.17 del tensore di curvatura
che G2 + K — CG? = 0 ¢ condizione necessaria e sufficiente affinche l'intero
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V4 sia uno spazio a curvatura costante e pari a C; si hanno poi ancora i tre
sottocasi: K = =£1,0 per le superfici spaziali a ¢ = costante; poiche deve
perd essere CG2 — K = G2 > 0, sono esclusi i casi ¢ < 0 con K = 1; il
requisito che G non sia nullo esclude pure che sia C < 0 con K = 0. Nel
caso in cui G = 0, invece, la 3.31 & soddisfatta, mentre se in pine K #0
dalle 3.30, 3.19 si ricava: &* = costante; sostituendo questo risultato nelle
equazioni di Killing 3.20, 3.21 si ottiene che le componenti spaziali sono:
& =g (3:1,:32,333) e soddisfano: gihé’h;j —|—§jh£h;i = 0; si hanno percio in
tutto sette campi di Killing indipendenti, sei corrispondenti alle simmetrie
spaziali e uno generato dall’invarianza per traslazioni temporali; i modelli
si classificano poi ancora secondo i casi K =1 0 K = —1. Se infine G = 0
e K =0, le 3.30, 3.31, 3.32 sono identicamente verificate e cosi pure le
condizioni di integrabilita 3.22, 3.23, 3.24 in conseguenza delle equazioni
di Killing; si ha un V, a curvatura costante e pari a zero, le cui sezioni a
t = costante sono piatte anch’esse.

Riassumendo, si hanno i seguenti otto modelli cosmologici diversi con
piu di sei simmetrie:

1. V4 & a curvatura costante e pari a C":

(a) C <0, K=-1;
(b) C=0, K=—1;
(¢) C=0, K=0;
(d) C>0, K=-1,
(e) C>0, K=0;
(f) >0, K=1.

2. G e funzione costante del tempo, V4 non & a curvatura costante:

(a) K =-1;
(b) K = 1.

Agli assunti 2, 3, che definiscono il modello FRW in base alla richiesta che
osservatori diversi sulla stessa superficie a ¢ = costante vedano allo stesso
modo l'universo intorno a se, si puo aggiungere 'ulteriore e indipendente
requisito che I'universo sia stazionario, o in altre parole:

Assioma 4 Osservatori in moto naturale lungo geodetiche di I' eventual-
mente coincidenti vedono l'universo evolvere allo stesso modo a partire da
tempi cosmologici differenti.

L’ulteriore richiesta che V), sia stazionario impone dunque l’esistenza di
un campo & di vettori di connessione per I' tale che £* # 0 e che ¢ generi
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(localmente) un gruppo a un parametro di isometrie; evidentemente i modelli
FRW stazionari saranno un sottoinsieme degli otto modelli 1, 2 trovati in
precedenza. Il requisito [%,é] = 0 impone che sia: & = &# (CEI,CL‘Q,CL‘?’).
Per generare un gruppo di isometrie, le £ devono poi essere soluzioni delle
equazioni di Killing; la 3.19 ¢ soddisfatta, mentre dalla 3.20 si ricava: ¢t =
costante; riscritta la 3.21 nella forma: yikf’“;j + ﬁjkfk;i = —Qgﬁiﬁ‘l, si nota
che il membro di sinistra non ¢ funzione del tempo, e tale deve quindi essere
pure il membro di destra, cioe: g = costante. Se £* = costante # 0 e % =
costante, le condizioni di integrabilita 3.22, 3.23 sono soddisfatte, mentre
dal corollario 3.27 della 3.24 segue che deve essere K G = 0, e viceversa se
& in pitt KG = 0 pure la 3.24 & verificata. In sintesi, dunque, il campo di
Killing & richiesto dall’assunto 4 esiste se e solo se:

KG=0
o . (3.33)
o= costante

Il sistema 3.33 ha le seguenti quattro soluzioni:

i. K =-1, G = costante;
ii. K =0, G = costante;

iii. K =1, G = costante;

iv. K =0, % = costante # 0.
ii & la metrica di Minkowski; i, iii sono le metriche di Einstein,
rispettivamente con curvatura spaziale negativa e positiva; iv ¢ la metrica
di deSitter.
Si hanno le seguenti corrispondenze fra i quattro modelli stazionari e gli
otto modelli con pil di sei simmetrie ottenuti in precedenza:

i=2aq, ii=1le, iii=2b, iv=Ile.

Gli otto modelli FRW con piti di sei simmetrie sono riassunti nella tabella
3.1

3.5 Breve rassegna dei principali modelli FRW.

Si & visto nei due precedenti paragrafi che la piu generale metrica FRW &
caratterizzata dalla curvatura spaziale K e dalla funzione G (¢); tuttavia,
modelli con K e G diversi possono essere fra essi isometrici (ovvero possono
—localmente— corrispondere alla stessa metrica di V4, espressa in coordinate
diverse); infatti, la differenza fra gli uni e gli altri puo consistere anche solo
nella scelta della congruenza di geodetiche che descrive i moti naturali.
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Curvatura Curvatura Il modello G (t)
spaziale K CdiVy ¢ stazionario? & costante?
-1 <0 no no
-1 =0 no no
0 =0 si si
-1 >0 no no
0 >0 si no

1 >0 no no
-1 non costante si si
1 non costante si si

Tabella 3.1: Modelli FRW con pi di sei simmetrie.

Una caratteristica rilevante in un modello cosmologico ¢ il fatto che esso
sia 0 meno geodeticamente completo, ovvero che, per ogni z € Vy, il
map-esponenziale exp, sia definito sull’intero spazio tangente T (V). Si
vedra che questo requisito non ¢ soddisfatto da alcuni fra i modelli descritti
nel paragrafo precedente.

In R? riferito a coordinate pseudocartesiane {zo e 24}, con metrica:

hy = — (d2°)° + (d21)? 4 (d2%)° + (d2%)% + (d2%)?,
si consideri il cilindro:
C: ()4 + )+ (Y =1

La metrica indotta da (R5, h+) su C ¢ la metrica stazionaria di Einstein con
K =1 (di tipo 2b secondo la classificazione di pag. 39); basta infatti definire

sul cilindro le coordinate {1‘1, x2, 23, t}, con:
. 2
A 7t 11
ZO:ta zlzl 20 24:1 7“42’
+7 +7

nelle quali la metrica su C e:

(dz!)? + (da?)® + (de)Q.
(o]

Un ragionamento analogo mostra che (RE’, h_), con:

gg = —dt® +

he = —(dz%)% + (dz")* + (dz2)% + (d=7)% — (d=*)?, (3.34)
induce sull’iperboloide:

() = () = () = () =1
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la metrica di Einstein con K = —1.

Esaminando piu dettagliatamente i sei modelli FRW nei quali V4 ha cur-
vatura costante e pari a C' (sottocasi del caso 1 secondo la nomenclatura di
pag. 39), si osserva che in realta essi corrispondono solamente a tre metri-
che inequivalenti di V4, poiche si e visto in §3.1 che varieta con curvatura
costante e dello stesso segno sono isometriche. La differenza fra i modelli
con segno di C' concorde (o con C' = 0) consiste dunque nella scelta della
congruenza di geodetiche che definisce il moto naturale dei punti del fluido
in V4.

Per esempio, il modello di Minkowski con espansione (tipo 1b),
riferito a coordinate polari {p, 6, p, 7}, si ottiene dalla metrica ordinaria del
modello di Minkowski (tipo 1c), in coordinate polari {r, 8, ¢, t}, mediante la
trasformazione:

r = 71sinhp, t = 7coshp;

nei due sistemi di coordinate la metrica e:

gv = —dt? +dr® +r? (d6* + sin® 0dyp?)
= —dr? + 7% [dp® + sinh® p (d6” + sin® dp?)] .

Poicheé nell’uno e nell’altro modello la congruenza dei moti naturali ¢ data
rispettivamente dalle curve tangenti a 8% e a %, si vede che, mentre nel
modello con C = K = 0 le linee di universo dei punti nel fluido sono rette
parallele, nel V; piatto con K = —1 tali moti formano un fascio di rette
comprese nel cono di luce uscente dall’origine; cio mostra in particolare che
la metrica 1b non & geodeticamente completa (se 2 € un punto su una retta
del fascio compreso nel cono di luce uscente dall’origine, qualunque semiretta
di tipo tempo uscente da =z, orientata verso il passato e non passante per
lorigine non ¢ interamente contenuta nel cono di luce stesso).

In modo analogo si vede che pure nei modelli 1d, le, 1f (con C' > 0) la
differenza consiste nella scelta della congruenza dei moti naturali (e dunque
del fogliettamento di V4 con le superfici a ¢t = costante), essendo i tre modelli
isometrici a porzioni dell’iperboloide:

e = (074 () ()7 () () =

immerso in (R®, hy) (fig. 3.1). Il modello (di Lanczos) con C = K =1,
nel quale &: G = G, G2 — G2 + 1 = 0, si ottiene riferendo H a coordinate
{r,0, p,t} secondo le relazioni:

20 = sinht, 2z'=coshtcosr, z?=coshtsinrcosb,

23 = coshtsinrsinfcosp, 2° = coshtsinrsinfsing;

infatti la metrica indotta sulla superficie é:

g = —dt* + cosh® ¢ [dr? + sin” r (d6? + sin® 0dp?)] ; (3.35)
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Figura 3.1: Iperboloidi in tre dimensioni ottenuti da sezioni di H con una
superficie a z3 = costante, z* = costante. I tre modelli FRW con curvatura
di V, costante e positiva coprono le porzioni di ‘H non tratteggiate e, usando
la classificazione di pag. 39, si hanno le corrispondenze:

(a) modello di Lanczos (tipo 1f);

(b) modello di deSitter (tipo le);

(c) modello di tipo 1d.

In ciascun modello, le righe continue raffigurano le linee di universo di tre
punti distinti in moto naturale.

si vede inoltre che tali coordinate ricoprono I'intero iperboloide (le singolarita
ar=0,r=m,60=0,0 =7 sono del tutto simili alle analoghe singolarita che
si hanno riferendo R3 a coordinate polari). Passando alle nuove coordinate
{§1,§2,§3,¥} definite su ‘H da:

0, .4 . i
f=aln’ Rk , F=—""_ con a==+l1, (3.36)
a 20 4 24
la metrica si riscrive:
gs = —dP + %5 [(d7!)” + (472)° + (d47%)°]. (3.37)

Si vede immediatamente che tale espressione corrisponde al modello stazio-
nario di deSitter (tipo le,con C =1, K =0e % = costante). Il sistema di
coordinate dato in 3.36 (e dunque il modello di deSitter) non ricopre l'intero
iperboloide, ma solo la regione con 2°+2* > 0 o con ZO+;4 < 0, a seconda che

sia a =1 0 a = —1; il parametro di espansione 6 (t) = 3% = 2 € una costante
positiva o negativa nei due casi, mostrando cosi che se a = 1 si ottiene un
universo (stazionario) in espansione, oppure se a = —1 si ottiene un modello

(stazionario) che si contrae; in entrambi i casi non si hanno singolarita al
finito. Infine, il modello con C' = 1, K = —1, nel quale e&: G (a = sinht,
e analogo al modello di Minkowski in espansione, in quanto corrisponde al
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caso in cui i moti naturali tracciano su H una congruenza di geodetiche
uscenti dal punto (singolare per tale metrica) a t = 0. Quest’ultimo modello
e il modello di deSitter non sono geodeticamente completi, poiché coprono
soltanto una parte di H.

E interessante osservare che la metrica indotta da (]R5, h+) su H e tale
che ogni punto P in moto geodetico (non necessariamente naturale) sull’i-
perboloide ha un orizzonte degli eventi sia nel passato che nel futuro®,
ovvero esistono regioni di ‘H = V, che P non potra mai osservare e altre
porzioni che non possono essere influenzate da P. Cio e dovuto al fatto che
dalla metrica 3.35 segue che le superfici a t = —oo e a t = 400 sono di tipo
spazio, come puo vedersi definendo la nuova coordinata:

T T
t' = 2arctane’ — = € (—7,7),
arctane’ — 55
con la quale la 3.35 diventa:

1
gL, = oy [— (dt')2 +dr? +sin?r (d@2 + sin? 9d¢2)] ,
che & una metrica conforme alla metrica di una porzione del modello di
Einstein con K = 17:

gg = — (dt’)2 +dr? +sin?r (d02 + sin? 0d302) .

Le superfici a t = d-00 corrispondono alle superfici di tipo spazio a t' = £7
sul cilindro C; la regione di V; oltre l'orizzonte degli eventi di P € mostrata
in fig. 3.2. Nel caso della metrica di deSitter 3.37, con a = 1, la sostituzione:

t" = —e7t € (0,4+00)

conduce a:

gs = @1)2 [~ (a)? + (@) + (@) + (a)’] .
che ¢ conforme alla metrica di Minkowski in coordinate pseudoeuclidee nella
regione t” < 0. Questo mostra che la congruenza di geodetiche I" formata
dai moti naturali del modello di deSitter ha un orizzonte degli eventi nel
futuro (esistono regioni di I' dai quali un osservatore in moto lungo una
fissata v € I’ non puo mai essere influenzato), ma non nel passato.
Il solo modello FRW con pit di sei simmetrie corrispondente a un V,

con curvatura C' costante e negativa (d’ora in poi: C' = —1) ¢ il modello
anti-deSitter, con K = —1 (tipo 1la); la sua metrica é:
gas = —dt* + cos” t [dr? + sinh® 7 (d6” + sin® 6de?)] | (3.38)

5Questa situazione non si verifica, per esempio, nel V, piatto.
"In particolare, metriche conformi (cioe proporzionali secondo un fattore funzione del
punto) hanno gli stessi coni di luce in ogni punto di V4.
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Figura 3.2: La geodetica vp lungo la quale si compie il moto di P esce
dalla superficie a t = —o0 e termina sulla superficie a ¢ = +00; entrambe le
superfici sono di tipo spazio. La regione osservabile da P & compresa entro il
cono di luce uscente da P, o, e orientato verso il passato, quella influenzabile
da P si trova nel cono di luce con origine in P_, e orientato verso il futuro.

cont e (—g, g) Tale metrica copre solo una porzione dell’iperboloide:
T: (") + (27 + () =1+ (2% + (%)

immerso in (R5, h_), con h_ data da 3.34. gag non e geodeticamente com-
pleta e ha una singolarita apparente a t = =+7, corrispondente al fatto
che tutte le geodetiche ortogonali alle superfici a t = costante (ovvero le
linee di universo dei moti naturali) convergono in due punti distinti di Z
per t — 5§ e per t — —3. 7 ha la topologia di R3 x S e dunque non
& semplicemente connesso®. Introducendo su Z le nuove coordinate polari
(7,6,%,t) € (R\ {0}) x (0,7) x (0,27) x (0,2n) definite da:

20 = coshTcost, z' =sinh7cosh, 2= sinh 7 sin 6 sin @,
23 = sinh7sinfcos®@, z* = cosh7sint,
si ottiene che la metrica indotta da (R5 , h,) sulZ e:

= . -2 .27
Gag = — cosh? FdE? + d7? + sinh®7 (de + sin? ed¢2) (3.39)

(le singolaritd in 7 = 0, = 0, # = 7 sono dovute alla scelta di coordinate
polari). Non identificando i punti a £ = x4 27n coi punti con coordinata t =
x € (0, 27) si ottiene una varietd Z' semplicemente connessa, con la topologia
di R?, che ¢ il ricoprimento universale di Z, e sulla quale la metrica 3.39 &
definita globalmente (eccetto le gia menzionate singolarita polari); d’ora in

8In particolare, le curve a z' = costante sono geodetiche chiuse e di tipo tempo.
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Figura 3.3: Rappresentazione di Z’ sul cilindro C. La regione di C conforme
a 7' ¢ la superficie non tratteggiata. La metrica anti-deSitter copre solo la
porzione romboidale (punteggiata in figura) con vertici in z1, z2 e in un
punto su ciascuna delle due rette verticali a 7 = —%» 7 = 5- Queste ultime
sono in realta superfici di tipo tempo in C, con la topologia di R x S?. 1
punti ...z1, T9, ..., in ciascuno dei quali converge il fascio di geodetiche di
tipo tempo uscenti da uno qualsiasi di essi, formano una successione infinita

di punti distinti in Z’, mentre si identificano a due a due in Z.

poi si restringera I'attenzione a Z’. Per studiarne la struttura all’infinito &
opportuno definire la nuova coordinata:

7 = 2arctane’ — il € (—E,O) U (0, E) ,
2 2
con la quale si ha:
Gas = —g= | —d + (a7)" + sin? 7' (48" + sin? Bag? ) |,
COS? T
che ¢ conforme alla metrica di Einstein gg nella regione con -5 <7 < §
del cilindro C (cfr. fig. 3.3). In particolare, si osserva che le geodetiche di
tipo spazio e di tipo luce di Z' convergono sulle superfici di tipo tempo di C
a7 = —%,7 = Z. Sie visto a proposito della metrica anti-deSitter 3.38,
che & una metrica non globale su Z’, che le curve a (r, 6, ¢) = costante sono
la congruenza delle geodetiche di tipo tempo uscenti da un punto x € 7’
e convergenti in un punto y € 7’ (con y # z). Per 'omogeneita di Z' cio
significa che le geodetiche di tipo tempo uscenti da un punto qualunque
x1 € Z' riconvergono in un secondo punto xs € Z’, e cosi via; in particolare,
esistono punti nel futuro di 21 (ovvero punti che possono essere congiunti
a x1 con curve di tipo tempo) per i quali non passa alcuna geodetica.di
tipo tempo uscente da xy. Un’ulteriore caratteristica di Z' consiste nel fatto
che, data una qualunque superficie di tipo spazio m C 7', esistono sempre
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geodetiche di tipo luce in Z’ che non intersecano 7, e che portano dunque
informazioni addizionali a quelle ricavabili su 7 (in altre parole, lo sviluppo
di Cauchy di 7 non copre l'intero Z'); quest’ultima situazione non si verifica
ne nel Vy piatto di Minkowski, neé in C, né in H.

3.6 Proprieta fisiche dei modelli FRW.

Secondo 'assioma 1 i punti materiali in V4 si muovono lungo la congruenza
I' dei moti naturali e dunque il campo delle loro velocita ¢ V = %; le
componenti del tensore energia-impulso per il fluido di galassie isotropo:

Ty = (1 + p) VuVi + pguw sono quindi:
Tij = pgij = pG* ()G, Tia =0, Tug = p. (3.40)

Usando le equazioni del campo: R, — %Rg,w = T}, con Ry, dato dalle 3.14,
si ricava:

= 3G‘2G—2K, (3.41)
_ 266G +G62;2 +K (3.42)

Dalla legge di conservazione: T4 |» = 0 si ottiene:
fu+ 3§ (k+p) =0, (3.43)

G

mentre T% v = 0 per i = 1,2,3 ¢ identicamente soddisfatta dalle 3.40; si
vede che la 3.43 puo essere pure ricavata dalla 3.41 e dalla 3.42.

Assegnata ’equazione costitutiva p = p (i), si puo ricavare G dal sistema
di equazioni differenziali 3.41, 3.42 a condizione di conoscere i dati iniziali

G (to), G (to).

Per un osservatore in moto naturale lungo una ~ € I' la distanza di un
punto materiale in moto lungo una +’ € I vicina ¢ dato dalla 2.7 nella base

De; _ _ 9 o _ _ 9G 5.
{61...64| Det —O,64—a},COHU—W—O,H—VO‘”a—Bé, hij_éij.

1 A G
X' = Z0hi; X765t = = X;6t.
) 39h3 ot o ot

Per tale osservatore le galassie vicine si spostano dunque con velocita pro-
porzionale secondo H (t) := % alla loro distanza. Il valore presente
H (ty) = ggg; e dato percio dalla costante (misurata) di Hubble. Il fatto
sperimentale che quest’ultima e non nulla implica che G non & costante e

dunque esclude ¢ due modelli stazionari di Einstein. 11 modello di deSitter e
invece un caso limite; sostituendo infatti K = 0 e G = vCG nelle 3.41, 3.42
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si ottiene: = —p = 3C = costante; il modello di deSitter prevede dunque
1

® un valore pari alla velocita della luce

per la velocita del suono: cg = ‘g—z
c=1.

I modelli FRW rilevanti sono quelli in cui 'universo & costituito da una
polvere di particelle non interagenti (p = 0), oppure da sola radiazione
(p = %u); nel primo caso, risolvendo la 3.43 si ottiene: u = MG™3, con
M = costante; nel secondo caso, ancora dalla 3.43 si ha: u = I'G™%, con
I' = costante. Sostituendo nella 3.41 tali valori si ottiene rispettivamente:

. 2
G 3K M

. 2
G 3K r

L’andamento delle soluzioni delle equazioni 3.44, 3.45 ¢ delineato nei tre

grafici in figura 3.4, nei quali la linea continua si riferisce al caso p = 0

e quella tratteggiata al caso p = %,u. Si vede che G () P 0 in tutti i tre
—

modelli; se K = 1, G (t) — 0 anche ad un istante 7" > 0, altrimenti G ha un
andamento monotono crescente. La singolarita geometrica dei modelli FRW
e pure una singolarita fisica, se u # 0; per convincersene basta osservare
che, sostituendo p = Ap nella 3.43, con A € (—1,1) (non puo essere |A| > 1
perche altrimenti cg > ¢) si ha: G711 (t) < u(t) < G0 (), cioe p (t) 0

Ipotizzando che attualmente sia realistico un modello di universo con
p = 0, dalla determinazione sperimentale della presente densita di massa:
p(to) = MG~3 (ty), sostituendo quest’ultima e H (¢() in 3.44 si ricava G ()
per ciascuno dei tre casi K = 1,0, e da G (o) si ottiene: M = p (t9) G2 (to).
Si puo quindi risolvere la 3.44 e verificare la validita del modello ricavando da
G (t) altre quantita osservabili (per esempio: 1'accelerazione delle galassie).

Se si suppone che I'universo sia costituito da una polvere di particelle
e da radiazione non interagenti fra loro, la legge di conservazione 3.43 vale
indipendentemente sia per l'una che per laltra, e si ha ancora: fi,q,, =
MG™3, f,pq. = TG™. Dalla 3.41 con p = Hpart. + Hyaq. S1 Ticava:

N\ 2

G 3K M T

= =4 —. 4
3 (G) IR + Gl (3.46)

Si possono nuovamente misurare M, I'; G (ty), e dalla soluzione della 3.46

si pud ricavare per esempio I’andamento teorico della temperatra: T o £

fo‘zfﬁi x G732, cioe: T o< G~1. Dalla 3.46 si nota inoltre che per
tempi prossimi allo zero ’evoluzione dell’universo ¢ dominata dal termine di

radiazione proporzionale a G4

con: n =
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Figura 3.4: Andamento della funzione G (t) per i tre modelli FRW, calcolata
ponendo M = I' = 1. La linea tratteggiata si riferisce a una polvere di
particelle non interagenti, quella continua a sola radiazione.
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Capitolo 4

Modelli omogenei nello
spazio e nel tempo.

4.1 Generalita.

Seguendo la definizione di spazio omogeneo data in §1.4, un modello cosmo-
logico si dice omogeneo nello spazio e nel tempo (ST-omogeneo) se
e solo se esso ammette 'azione transitiva di un gruppo di isometrie. Nel
sequito ci si restringera esclusivamente al caso in cui tale azione é libera e
transitiva; si limitera inoltre la ricerca di una soluzione ST-omogenea delle
equazioni di Einstein al solo modello di fluido isotropo, mostrando che in tal
caso il risultato non & realistico, poiché il termine di espansione 0 si annulla.
Se V; ammette 1’azione libera e transitiva (e quindi semplicemente tran-
sitiva) di un gruppo Gy, fissato un punto zy € V4 si possono identificare
G4 e V4 per mezzo del diffeomorfismo Nao G —> V), descritto in §1.4. Le
metriche invarianti in G4 sono tutti e soli i tensori g = g, wH ® W, con
wh € Dy (V4) 1-forme left-invarianti duali della base invariante {X; ... X4}
e g, matrice simmetrica costante con la segnatura di V4. Se il gruppo G4
¢ semplicemente connesso, esso ¢ definito a meno di trasformazioni di base
dalla conoscenza delle costanti di struttura ct,,, soddisfacenti le relazioni:

Cu(up) = 0, (4.1)
Ca(pgcuy)a = 0, (4.2)

in cui (...) indica simmetrizzazione (normalizzata) rispetto agli indici in
parentesi.

Si pud dunque ricavare la connessione riemanniana (V,(Gy4) associata
alla metrica g. I relativi coefficienti di connessione nella base anolonoma
{Xj ... X4} sono ottenibili dalla relazione:

Vx, X, =T, X,.

n
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La richiesta che V sia una connessione metrica e il fatto che le g,, sono
costanti porgono:

Fpuggaz/ = *Fpuoga;u (4.3)

mentre la condizione di torsione nulla impone:
Py =T’ — TP (4.4)
Da 4.3 e 4.4 segue che:
20 wp = —Coup + Cupy + Cupp; (4.5)

dove si e posto: I'ywp = Gpol'10 s Cppr = Gpo€® i si vede in particolare che
i coefficienti di connessione sono costanti nella base {X;... X4}, e la 4.5
mostra che essi sono le componenti di un tensore a tre indici. Si possono
infine agevolmente calcolare le componenti (costanti) del tensore di Riemann
e si trova:

RYYpo = Lo T pat = Tpy Lot — ¢ po T (4.6)

Sostituendo la 4.4 in quest’ultima formula, si vede che le identita di
Jacobi sono equivalenti all’identita ciclica:

0= R po) = & (po " vy

Contraendo il tensore di Riemann col tensore €,,p0 = \/|9|7,,,p0» dove 7 & il
simbolo di permutazione totalmente antisimmetrico con 7934 = 1, si ricava
il duale di Hodge:
1
(*R)/u/po' = §SPUQ6R/LV0467
e l'identita ciclica ¢ equivalente a:

(+R),,," = 0. (4.7)

Dalla 4.6, sostituendovi la 4.4, si puo ancora ottenere il tensore di Ricci
come segue:

1
RVO’ = 5 (Ruuua + Ruguu) = F(mj)ar;w/u - Fuaarauua
che, posto: ko = o = '), si riscrive:
R = Tk = Ty T (4.8)

Dalle equazioni di Einstein per un fluido isotropo:

1
R, — ingj = (u+p) VuVo + pguw, (4.9)

poiche le R, gu. sono costanti nella base { X ... X4}, segue facilmente che
in tale base pure p, p, V,, sono costanti; infatti dall’espressione del tensore
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simmetrico: TH = pVHVY 4+ S¥  essendo S un tensore spaziale e poiche
V,V# = —1, segue che V e 'unico autovettore di tipo tempo di 7', e che il
suo autovalore € u; poiche per la 4.9 le T*¥ sono costanti, tali devono essere
pure e V#; contraendo la 4.9 con g"¥ si ricava: 3p = u+ costante, e quindi
anche p e costante. L’equazione di continuita per T fornisce dunque:

(n+p) (VE VY +VEVY),) = 0. (4.10)

Assumendo che sia (u + p) # 0, separando nella 4.10 i termini ortogonale e
parallelo a V si ricava:

0=V, VY = VEVPT, ", (4.11)
0=V",=kV". (4.12)

Dalla 4.11 segue che il moto del fluido & geodetico, mentre dalla 4.12 si
osserva, come gia anticipato, che nei modelli ST-omogenei con pu # —p il
termine di espansione 6 ¢ nullo.

La 4.11 e la 4.12 pongono ulteriori condizioni sulle costanti di struttura
di G4 = V4, che si aggiungono alle identita di Jacobi espresse dalla 4.7 e alle
equazioni di Einstein 4.9. Un metodo di semplificazione e di risoluzione del
sistema del sistema (algebrico) costituito dalle equazioni 4.7, 4.9, 4.11, 4.12
nelle incognite c#,,, u, p, V# verra delineato nel prossimo paragrafo; vi si
introdurranno alcuni elementi del formalismo spinoriale (cfr. [11]), ma essi
saranno utilizzati esclusivamente quale mero strumento di semplificazione

del calcolo (cfr. [12]).

4.2 Determinazione delle costanti di struttura di

Gy.

Per coerenza con le convenzioni d’uso in letteratura, in questo paragrafo e
nel resto del presente capitolo la segnatura della metrica sara scelta pari a
(+,—,—,—) e lindice riferito alla componente temporale sara 0 anzicheé 4.
Con queste convenzioni, le espressioni precedenti restano tutte inalterate
eccetto la 4.9, che diventa:

1
R, — §ng, =—(u+p) ViV, + g (4.13)

La base {Xp...X3} di g, come pure le costanti di struttura di Gy,
¢ definita a meno di una trasformazione lineare non singolare; in parti-
colare si scegliera {Xo...X3} in modo che in tale base: g, = n,, =
diag (1,—1,—1,—1); cio fissa la base a meno di una trasformazione di Lo-
rentz.
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Il passaggio dalla rappresentazione vettoriale alla rappresentazione spi-
noriale ¢ governato dalle matrici:

10 0 1 10 0 1
101 1 0 w 01 —i 0
meooo— =
TAAT ploi o0 |07 T Lo ioo0 (4.14)
10 0 -1 10 0 -1

In o , 4 .[O'AAM] I'indice u & riferito alla riga [colonna], mentre la coppia di
indici AA indica la colonna [riga] secondo la corrispondenza:

11e1, 1262, 2163, 2204

Le componenti dei tensori (reali) di g vengono riconvertite come segue:

AA  _ _AA pp v w _ _u mAA BB
T gy =0T 0" gy, TV, =0 T gpo7 70, (4.15)

con:

AA A,

T g =T 5. (4.16)
Gli indici spinoriali si alzano e si abbassano per mezzo degli spinori antisim-

metrici a due indici eap, €5 (€12 = €15 = 1) nel modo seguente:

A AB A A AB A
Vi =e"p, vp=vTean, ¢ =€"Tpp pp=¢Teip (417
Si ha in particolare:
AABB AB_AB

NaiBp = €ABE4ips 1 =e e, (4.18
€adppoepp = i (€ADEBCEjeepp — €aceBDE jpepe) - (419)

Lo spinore corrispondente a un tensore doppio antisimmetrico F},,, puo
sempre scriversi nel modo che segue:

1 _
Fpipp = 5 (FABGAB + FABEAB) , Fap =Fpa. (4.20)

Per esempio, il tensore di curvatura ¢ antisimmetrico separatamente nella
prima e nella seconda coppia di indici; lo spinore corrispondente si decom-
pone pertanto in:

1
Ryipscepn = B (XaBCDEABECDH + PapcDEABECD
+ ipopeaBecp + Xigepeaseon)  (4.21)
con:
XABCD = XBACD = XABDC> Papch = Ppacp = PaBpe- (4.22)
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Allo stesso modo lo spinore I' 4 s gzo¢r ¢+ Tpuw si separa in:

1 B
Taipsee =5 (Caipcese T Tiaseenc) s Taipe =Taicp  (423)

. . o B . . N . .
Definito: a4 :=I'" 5, si puo ancora scrivere:

1
UyiBc = adpo + 3 (EBAOéCA + ECAaBA) ; (4.24)

con «, jpo simmetrico rispetto agli indici A, B, C. « si separa nelle
parti hermitiana e antihermitiana:

aci = —kcititci
1 S 1. _
koi = =5 (0ci+@ic) = kic: Heq = —5i (i +Thc) = ic-

Contraendo la 4.23 con nAACC — (ACAC

denza:

si ottiene la seguente corrispon-

ka = Pua“ — kAA’
mentre usando la 4.19 si mostra che:

1
Ly 1= (*F)Ma“ = iga”pafypo AV

Si puo infine decomporre lo spinore ¢4 i ppoe < Couv:

1
Caipboc = 5 (CaiBo€se +CiaBeeBC) s Caipe = Caicp  (4.25)

Dalla relazione spinoriale corrispondente alla 4.4, coll’ausilio delle 4.23,

4.24, 4.25 e contraendo con BC.
1 1
CadBC T 75 (Cpica +Toipa) + B (eactip + eanac) - (4.26)

Riscritta la 4.6 in forma spinoriale sostituendovi le 4.23, 4.25, si ricava:

_ . PP p . PPp .
RAABBCC‘DD - FDDBB FCCPPAA FCCBB FDDPPAA

PP
—¢ " oepplppBBAA- (4.27)
Confrontando quest’ultima con la 4.21 e contraendo con ABCD i ottiene:
1 pP_P P P L pp
XABCD = 7y (FD 8 Teppatle s FDPPA>+§C cplpppa, (4.28)

mentre ancora dal confronto con la 4.21, ma contraendo ora con eABeP s

ha:

1 P P 1
Papen = 1 (FQDB Loepa + 95 FQDPA) + §CPPCDFPPBA- (4.29)
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Si e visto in precedenza che I'identita di Jacobi per le costanti di struttura
di G4 ¢ equivalente alla 4.7; questa puo essere riscritta in forma spinoriale
facendo uso delle 4.18, 4.19 e della 4.21 e ricordando le simmetrie 4.22:

_ BB _ ! T : P
0=CGR)aippoe” =35 (¢AcAc’ — bicac +X4" pecac — xa PCEAC‘) '
N (4.30)
Contraendo la 4.30 con ¢4 si ha:
1—
xa'pc = 3Xo" pPeac, (4.31)
che, dopo aver contratto ancora con €*¢ e sostituito il risultato in 4.31,
porge:
I—5—= 1 ,
sXo" 9 = 3x@ PYi=AER. (432)
Quest’ultima sostituita in 4.30 da infine:
Pacic = Picac (4.33)

Le 4.31, 4.32, 4.33 sono dunque equivalenti alle identita di Jacobi 4.2.
Usando la 4.28 e la 4.26, e ricordando la definizione di a 45 e di k5,
dalla 4.31 segue:

0=xa"rc+xc"pPa

= 1 (app+pp) (PP a+Ta™" o) - 1 (@pcaa” +apzac”)
ke ace (4.34)

Viceversa, la 4.32 e la 4.34 implicano la 4.31.

Si puo ora ricavare lo spinore R, izp <> Ru; contraendo la 4.21 con

nAACC, usando le 4.31, 4.32, 4.33, e contraendo successivamente con 1? BDD ,

si ha infatti:

Rpppp = —Ppppp + AeBpegp, R =4 (4.35)

La 4.13 diventa dunque:
~0pppp T ABDepp = — (1 +D) VpVpp +pennep), (4.36)
nella quale ¢ 5,55 ¢ dato dalla 4.29. Si ha ancora:
1
che segue dalle simmetrie del primo membro e dalla normalizzazione:
Ve VPP =1. (4.38)
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Sostituendo la 4.37 nella 4.36 e separando le parti con diversa simmetria, le
equazioni di Einstein si riscrivono:

1 3
= Jr— 7 4.
A== b (4.39)
1
$pppp = 5 (H+D) (Ve£Voon + Ve Vps) - (4.40)

Si vede che la 4.39 implica la 4.32 poiché u e p sono reali, e che la 4.40
implica la 4.33 in quanto V3 ¢ hermitiano.

Resta da imporre I’equazione di continuita per il tensore energia-impulso,
o in altre parole si devono riscrivere le 4.11, 4.12 in forma spinoriale:

kppVPY =0, (4.41)
VAT ipeV e = TaapeVe®) = 0. (4.42)

Il risultato cui si & pervenuti € dunque il sistema di equazioni algebriche
4.34, 4.38, 4.39, 4.40, 4.41, 4.42, dal quale si vogliono ricavare le quantita
Ly ipces s D Vyi (nella4.34 ¢ i 5o © espresso in funzione delle I' , i 5~ dalla
4.26, mentre nelle 4.39, 4.40 A = %XQPPQ e ¢ 4 g iz sono dati rispettivamente
dalle 4.28, 4.29). Per trovare la soluzione generale si puo ancora fare uso
della liberta nella scelta della base ortonormale di g, definita a meno di una
trasformazione di Lorentz, per aggiungere ulteriori condizioni semplificative.
Ci si puo cosi porre in un sistema di riferimento in cui e: V, = (1,0,0,0), e
suddividere le soluzioni a seconda dei due casi:

1. k44 # 0. Dalla 4.41 segue che k ¢ ortogonale a V'; ci si puo ancora
avvalere della liberta nella scelta della base del trispazio per avere:
ko = (0, 0,0, ﬂr), con r parametro (reale) ausiliario, e per annullare
una delle due componenti spaziali p; o pg di p,.

2. ky; = 0. Con un’opportuna trasformazione di Lorentz puo aversi:
to = (1o, 0,0, 13); cio fissa il riferimento a meno di una rotazione nel
piano spaziale xy, ovvero a meno di una trasformazione nella base

2
degli spinori data da: L4p = < 6080 e—Oisa >

La risoluzione del sistema comporta calcoli lunghi e faticosi, che non
aggiungono nulla di nuovo a quanto detto sopra (nel primo caso sono svolti
in [12], nel secondo si trovano in [13]). Nel caso 1 si ricava una classe
di soluzioni con u > 0, p # 0 dipendenti da due parametri; nel caso 2
le soluzioni formano cinque classi con struttura diversa. I risultati sono
riassunti nella lista seguente:

- k=0
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= Aw? dw! =w? AWl dw? =Wl Aw!, dw? =0.
9=2()" - (@)’ = ()" - ()"
p=p=3 V*=(v2,0,0,0).

dw® =0, dw!'=w?Aw?, dw? =wdAw!, dw? =w! Aw
9= (")’ = (W)~ ()" - ()"

p=-3p=3 VIk=(1,0,0,0).

dw® = Dw! Aw?, dw! = W2 AWl dw? = WP AW, dwd =
wl Aw?.

9= ()" = (@)’ =B ()" - (1+ B) (&),

u= 2l p= g v, = (i 0.0, 22500,
Nelle formule precedenti:

pap>0—t<pics pro o)

Se B =1, si riottiene il modello 2.

dw® = —w' Aw?, dw! = W AW, dw? = WO AW, dw? =
Duw? A wl.

9= (14+42) (&) = (01)* - 42 (w?)" - (*)".

H= 5(;:1?2) - (1+4A2)’ p= %, V= <2p<jj:;2)7070’ Z_'F/;)'

Nelle formule precedenti:

o 842 (1442)

D? = >0, p+p>0=3< A2<3+2V2.

2(1+42)2 =
Se A? = 3+ 2+/2, si riottiene il modello 1.

dw® = —wl Aw?, dw!' =w? AW’ dw? =Wl Aw!, dw? =0.
9= (1+42) ()" = (@1)° - 42 (&))"~ ()"

o — 1 _ /1
N_p_ma V'u_( Wa()aoao)'

Se A =1, si riottiene il modello 1.

- Ky #0.
1. dw® = [(T — A) w' — Bw?| Aw?,
dw! = [(T+ A)w’ + (1 + C)w!' + (D + S) w?] AW,
dw? = [Bw’ + (D = S)w' + (1 - O)w?] Aw?,
dw?® = 0.

Nelle formule precedenti S e T sono parametri indipendenti,

mentre le altre costanti si ricavano da:
27 (722524 25T (T%+25%+2

Ao TP asT(rtsea)

T?(4-T%-252)
E )

C =
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__ _ 68T
D=-"5,
con:
E=T"4+4T?(5*-2) +4 (14 5?%) (4+5%).
Se S =0, T = 2, si riottiene il modello 1.

I modelli 1 e 2 sono rispettivamente il modello di Gédel (descritto piu
dettagliatamente nei prossimi due paragrafi) e il modello di Einstein con
curvatura spaziale positiva, come si vedra meglio nella sezione che segue.

4.3 1l teorema di Godel.

Si vogliono ora caratterizzare le soluzioni cosmologiche spazialmente omoge-
nee per un fluido isotropo, le cui linee di universo formino una congruenza
geodetica I', la quale corrisponda ad un moto rigido nel senso di Born. Ta-
le requisito di rigidita si manifesta nel fatto che nell’espressione 2.7 per lo
spostamento 6.X* si annullino i termini di deformazione 0;; e di espansione
0, lasciando invece completa liberta sul tensore di rotazione w. La richiesta
di omogeneita spaziale stabilisce, invece, 'esistenza di un fogliettamento di
V4 con superfici di tipo spazio sulle quali agisce transitivamente un gruppo
di isometrie; nel seguito si supporra ulteriormente che tale azione sia libera,
cioe che il gruppo sia un GGs semplicemente transitivo; le superfici omogenee
non sono in generale ortogonali a I', poiché w puo essere non nullo.

Per una congruenza geodetica, dall’analisi svolta nel §2.2 € noto che le
condizioni o = # = 0 sono matematicamente equivalenti al requisito:

Vi + Vi = 0. (4.43)

V' rappresenta cioe un campo di Killing non nullo e di tipo tempo che com-
pleta la terna spaziale generata da Gj3. Pertanto, sotto le ipotesi indica-
te, e assumendo che Vy sia semplicemente connesso, Vy risulta globalmente
isomorfo a un gruppo G4 semplicemente connesso.

Si puo ora riscrivere la 4.43 in forma spinoriale:

1 » : » :
1 (VPAFBBA +Vaplppi” + Veplais +Veplias” ) =0. (444

I modelli cercati sono dunque le soluzioni del sistema algebrico ricavato nel
paragrafo precedente con in piu le condizioni 4.44, cioé sono tutti e soli i
gruppi G4 semplicemente connessi le cui costanti di struttura risolvono le
equazioni 4.34, 4.38, 4.39, 4.40, 4.41, 4.42, 4.44. Nel caso 1 del paragrafo
precedente (k # 0) si ricava che le costanti di struttura non nulle, la densita
di massa e la pressione sono date da:

clar = —v24, P31 =2v2B,

) 4.4
u=p=A? 2B?= A% = costante. (4.45)
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Nel caso 2 (k = 0) le soluzioni con p > 0, i+ p # 0 sono le seguenti:
P12 =24, o= o = —%, ctoy = %31 = —V2B,
u=p= %AQ, A, B = costante .

clog = 231 = B1g = _\/ﬁA7 clog = 201 = \/5(3 B %A)
p=—3p=3A? A, B = costante.

(4.46)

(4.47)

Le costanti di struttura date in 4.47 sono le stesse ricavabili per il modello
di Einstein di tipo iii (con G = costante e con curvatura spaziale positiva).
Cio puo essere visto utilizzando la base w* = wt,dx®, con:

1 0 0 0
T W P 1 _w
- 0 sin 734 smaclcos N7 0
a 0 —cos—%- —sinz' cos—2- 0 ’
2A 2A
0 0\[ _COSL\[ __1
V2A V2A

in cui si & posto: w = /2 (B — %A) 20 + 23, Si puo infatti verificare che le
cty, ricavabili da: dwt = —lc",,pw” AwP coincidono con quelle date in 4.47,

2
mentre la metrica:
v
g =n,wew

= (d:po)2 [(dajl)2 + (dm2)2 + (dx3)2 + 2 cos l’ldl'2d1'3]

242
¢ tale che le superfici a x
indipendente da x°.

In modo analogo si mostra che le soluzioni 4.45, 4.46 corrispondono en-
trambe allo stesso modello cosmologico, benche siano espresse in due basi
diverse; tale modello ¢ il modello di Goédel (cfr. [14]), la cui metrica in
coordinate {xo . x3} e data da:

0 = costante hanno curvatura costante positiva e

g=C? [(dxo + e_”:3dx1)2 - %e_gxg (d;zcl)2 - (d;1:2)2 - (dm3)2 ,  (4.48)

dove: C' = costante > 0. Infatti basta porre:
B 3
W =C <d:1:0 +e " dxl) , wl= :l:\%C’e “dat, (4.49)
w? = Cdz?, w?=Cda>.
e in tale base le costanti di struttura coincidono con le 4.45 con: B = %,
A= $ﬁ. Se invece si pone: w* = wH,dz®, con:

21

1 e
i 0 T 0
_ T _ T 3 T
Wiy, = 0 COS 7 e 1sm\/iA
0 sing —e® cos \/%A 0
0 0 0 —L
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e T= (330 — Q%m?’), si ottengono le ¢/, , date in 4.46 e la metrica:

Sl

2 1
9= 1z [(dxo + exlde) - 562361 (d.zQ)2 - (d:z:l)2 - (d$3)2 ,
che & evidentemente la 4.48 con z! <+ —z3, C = A1,
Si & cosl dimostrato il seguente teorema (enunciato da Godel in [14] e
dimostrato da Ozsvath in [12]):

Teorema 4.3.1 Il modello di Gédel e il modello di Einstein con curvatura
spaziale positiva sono tutte e sole le soluzioni cosmologiche spazialmente
omogenee con 0 < p # —p e tali che i moti naturali (cioé le linee di universo
del fluido) descrivano una congruenza I' di curve geodetiche equidistanti.

Al contrario del modello di Einstein, il modello di Gdédel ha rotazione.
Dal corollario 2.9 dell’equazione di Raychaudhuri con § =0, 4 =p > 0, si
ha infatti: w? — 02 — 2u = 0, cioe w # 0. Il tensore w pud essere ricavato
esplicitamente osservando che nella base 4.49 w° ¢ il campo di velocita V
del fluido espresso in forma covariante; si ha dunque:

2
w=dw’ = —£w1 Awd.
C

Dal fatto che nel modello di Godel si assume = p segue poi che esso

prevede una velocita del suono pari a quella della luce.

4.4 Acausalita del modello di Godel.

Un aperto U C V, e temporalmente ordinato se e solo se non esistono
curve chiuse di tipo tempo interamente contenute in U. Un aperto V C V,
ammette un ordinamento temporale locale se per ogni x € V esiste un
intorno aperto U, C V di x tale che U, sia temporalmente ordinato.

In virtu del fatto che la metrica g di Vy ¢ iperbolica, si dimostra facilmen-
te che V4 ammette un ordinamento temporale locale. Fissato infatti x € Vy,
& sempre possibile trovare una superficie 7, 3 e un intorno aperto U, 3 x
tali che S = m, N U, sia una superficie di tipo spazio (7, & una qualunque
superficie scelta in modo che T}, (7;) sia un sottospazio di T (V) con me-
trica definita positiva). In un intorno U, C U, si pud dunque costruire il
sistema di coordinate gaussiane {wO .. .373} associato a S (cfr. nota 4, pag.
35), nel quale la metrica si scrive:

g = (da:o)2 —gg (:1:0 . ..333) dat @ da’,

dove gg ¢ definita positiva (la segnatura di g & (+, —, —, —) per coerenza coi
due paragrafi precedenti). Se v = v (£) € una curva di tipo tempo in U, il
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suo vettore tangente ¢ tale che (dz(é), G ) (&) > 0, cioe:

dz0 2 d id J
((fg) —gj]'. (2°...2%) i?(;?:fz({)>0. (4.50)

Poiche g;; e definita positiva, la 4.50 mostra che ctiig # 0 lungo v, cioe xg
¢ una funzione strettamente monotona di &, e dunque la curva non puo
chiudersi.

In generale, il fatto che V4 ammette un ordinamento temporale locale
non implica che V4 sta temporalmente ordinato.

Se lo spazio-tempo e descritto dal modello FRW e se si assume che Vg
sia semplicemente connesso, allora il tempo cosmico t & definito globalmente,
e si verifica con facilita che V, ammette un ordinamento temporale globale
nel senso specificato sopral.

Nel caso in cui V4 e la varieta (R4, g), essendo ¢ la metrica di Godel
4.48, si verifica che V; non ¢ temporalmente ordinato, benche esso sia
semplicemente connesso. Infatti, la 4.48 (con C' = 1) si decompone nella
somma;:

g = g1 + g,
con:
f 2 1
gr = (dxo + efwsdxl) — 5672‘%3 (dml)2 — (dx3)2, (4.51)

g = — (dxz)2

La parte non banale di (R4,g) ¢ dunque (R3,91). Passando alle nuove
coordinate {(t,r,¢) | (t,r,¢) € R x (0,+00) x (0,27)} definite da:

e = cosh 2r 4 sinh 2r cos ¢,
—ze = sinh 2rsin ¢,
= 5% + —= (:UO — 2t) = arctan (eQT tan 1@)
2f 27)7

nelle quali si identifica ¢ = 0 con ¢ = 2, la metrica gy si riscrive:

gr =4 [dt2 —dr? + (sinh4 r — sinh? r) dy?
+v2sinh?r (dp ® dt + dt @ dgp)} . (4.52)

1Cid non & pill vero se V4 non & semplicemente connesso. Per esempio, il modello di
Einstein di tipo iii (con curvatura spaziale positiva) semplicemente connesso ¢ isomorfo a
R x S3; se si identificano i bordi superiore e inferiore della striscia [—1,1] x 53, V, assume
la topologia di un toro e perde 'ordinamento temporale globale.
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Quest’espressione mostra che, in aggiunta al gruppo di isometrie G4 transiti-
vo che agisce per costruzione in (R4, g), g1 (e dunque g) & anche simmetrica
rispetto alle rotazioni intorno I’asse r = 0. Dalla 4.52 si vede che le curve
chiuse a t = costante, r = costante > In (1 + \/i) sono di tipo tempo (la
curva a t = costante, r = costante = In (1 + \@) ¢ chiusa e di tipo luce).
Poiche V4, ammette ’azione transitiva di un gruppo di isometrie, segue che
per ogni suo punto passano curve chiuse e di tipo tempo. V4 = (]R4, g) non
ammette dunque alcun ordinamento temporale globale.

Dall’acausalita del modello di Gédel segue direttamente che non esistono
superfici senza bordo in (R4, g) che siano ovunque di tipo spazio. Se infatti
per assurdo S fosse una di tali superfici, esisterebbe una curva v chiusa e
di tipo tempo che attraverserebbe S un numero dispari di volte. Poiche
deformando ~ con continuita il numero di intersezioni con S puo variare
soltanto di una quantita pari, seguirebbe che v non puo essere ricondotta ad
un punto, in contraddizione col fatto che (R4, g) & semplicemente connesso.

Dall’espressione 4.48 per la metrica di Godel (con C' = 1) & possibile
ricavare col calcolo diretto i simboli di Christoffel in coordinate {xo .. .xS},
e dunque ’equazione delle geodetiche di (R4, g); quest’ultima & risolubile in
modo esplicito (cfr. [15]) e conduce alla seguente famiglia di curve v di tipo
tempo e con vettore tangente normalizzato a 1 (£ ¢ il parametro affine, ¢,
c1, c2, c3, A, B, C sono costanti di integrazione):

1
2D? 2 D-B
0 __
Ty = - (172_32) ’5+2f2&man< D+Btan€> T

1
2B? \? t
xl = 2% ( > ang + c1,

v D? — B2 1+ —g;g tan? ¢
2C
SR
(D? - )’
14 L=B tan?
v 1+ tan? €&

le costanti di integrazione A, B, C' vanno scelte in modo che:
D*=2(B*+C*+1). (4.53)

Nelle coordinate {t, T, go,xQ}, se si sceglie la costante di integrazione c3 in

modo che: 2% = g—;g (non & restrittivo), si ha:
D2+ B?
cosh 2r, = costante = {| ————5+
7 2(D? — B2)’

sing, = sin2{ = ¢, =2 se p, € (0,27), & € (0,7),

D 1
ty = ﬂ(l—m>fzx/§<l—2cosh2m) £.
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Poiche dalla 4.53 si ricava che 1 < cosh 27, < V2, segue che la costante di
proporzionalita fra £ e ¢, ¢ sempre strettamente positiva. Se ne conclude
che nel modello di Goédel non esistono geodetiche di tipo tempo chiuse.
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Capitolo 5

Il modello spazialmente
omogeneo generale.

5.1 Definizione e caratteristiche principali.

Si e visto nel precedente capitolo che la richiesta di omogeneita spazio-
temporale, benche matematicamente consistente, conduce direttamente a
modelli cosmologici privi di espansione, in evidente contrasto con la realta
sperimentale. Si deve dunque assumere che 'universo abbia un minor grado
di simmetria.

In questa sezione si postulera che in V4 sia definita l'azione o : Gg X
Vi —> V4 di un gruppo tridimensionale Gs di isometrie, e che o sia sem-
plicemente transitiva. Sotto 'ulteriore ipotesi che che le superfici omogenee
rispetto a o siano di tipo spazio, utilizzando uno dei risultati ottenuti in §1.4
la metrica puo localmente scriversi:

g=—dt’ +g; () ' @, (5.1)

con:

. 1. . .
dw® = —ic’jkwj AWk, c';ji, = costante . (5.2)

Le cijk sono le costanti di struttura di Gg.

Esistono in tutto nove gruppi tridimensionali non isomorfi, classificati
(da Bianchi, cfr. [16]) secondo le loro costanti di struttura in una base
opportuna di g; indicando con {X1, X2, X3} tale base, la classificazione ¢ la
seguente:

I[X;,X;]=0 ij=123;
II [X1,X0] =0, [Xo,X3]=X1, [X3Xi]=0;

III [X17X2] - 07 [X27X3] = 07 [X37X1] == _X17
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IV [X1,X0] =0, [Xo, X3]=X1+ Xo, [X3,X1]=-X3;

V [X1,X2] =0, [X2,X3]=Xp, [X3,X1]=—-Xy;

VI [X1, Xo] =0, [X2,X3]=qXs, [X3,X1]=-X1, ¢eR\{0,1}
VII [X1,X5] =0, [Xo, X3]=—X1+¢Xo, [X3,X1]=-Xa, ¢*<4
VIII [X1, Xo] = X1, [Xo, X3] = X3, [X3,Xi1]=—-2Xy;

IX [XlaXQ] :X3a [X27X3] :X17 [X3>X1] = Xo.
Il gruppo I & evidentemente il G5 abeliano; i gruppi da I a VII contengono
un sottogruppo abeliano Gs, mentre VIII e IX sono gruppi non solubili; IX
non ha sottogruppi bidimensionali.
Dall’espressione 5.1 della metrica di V4 e con 'ausilio delle 5.2 ¢ possibile

calcolare i coefficienti di connessione nella base anolonoma {Xl o Xy = %}
duale delle forme {wl Lwht= dt}; essi sono definiti da:

Vx, X, =T, X,.
L’assenza di torsione implica:
P;u/p - Fyup = Cp,uua (53)

con c”,,, = 0 ogniqualvolta almeno uno dei tre indici non & spaziale, e con
c'jx definite dalle equazioni 5.2. Da Vg = 0 segue poi:

Xy () = Tpu” gov + T’ Gop- (5.4)

Combinando le relazioni 5.3 e 5.4 si ricava I'espressione esplicita dei coeffi-
cienti della connessione riemanniana:

1

L’ = §gpg [(Xy (Gvo) + X (Guo) — Xo (9uv) = GurC€ pio — Gur€ vo

+9orC" ] - (5.5)
Nel caso in esame si calcola:

L% = —1gF (gjictis + gucljs) + 3¢k, Tyt = 3455 = Tjit, (5.6)
Tis% = 59" gis = Tai®. '

I'y,” = 0 ogniqualvolta almeno due indici sono temporali. Dalla 5.6 e
dall’espressione generale:

Ry = X, (Tou”) = X0 (Tpu?) + T0uToo? = TpuTio” — & p oy’ (5.7)
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si ottengono le seguenti componenti del tensore di Ricci nella base {wl . w4}:

R;; = %gij - % {gts <gik0k]’s + gjkckis> — Ctji] Mt + %gijgksgks
_igikgjlgmpgtsckmscltp - %gisgjtgts + %gtkgmsckisctmj
—%ctmjcmti, (5.8)

Riy = %gisgtsckkt - %kagksckki - %kagtsckti, (5.9)

Ryy = _%gijgij + igisgjtgjsgit~ (5.10)

A titolo di esempio, in un modello spazialmente omogeneo rispetto al
gruppo di isometrie G3 abeliano (tipo I) si ha cijk = 0 in qualunque base
invariante, e dunque da 5.9 segue: R;4 = 0. Il tensore energia-impulso per un
fluido isotropo ¢ dato da: T}, = (1 + p) V,Vi + pguw; quindi dalle equazioni
di campo si ottiene:

1
OZRi4—§Rg¢4=T¢4=(u+p)ViV4+pgi4=(At+p)V%V4-

Nell’ipotesi p + p # 0, cio comporta V,, = (0,0,0, —1), mostrando che in un
modello spazialmente omogeneo di tipo I non puo aversi rotazione.

5.2 Dati iniziali per le equazioni del campo gravi-
tazionale.

L’analisi che segue ha validita del tutto generale; si assumera che ), sia una
varieta analitica, in modo che siano soddisfatte le ipotesi sotto le quali ¢
applicabile il teorema di Cauchy-Kowalewski sull’esistenza e unicita locale
della soluzione di un sistema di equazioni differenziali alle derivate parziali.

Fissata una qualunque superficie 7 di tipo spazio in V4, la soluzione delle
equazioni di Einstein:

1
R, — §ngj =T (5.11)

e localmente completamente determinata dalla conoscenza della seconda for-
ma fondamentale di 7w e dall’assegnazione del tensore metrico e del tensore
energia-impulso su 7 (e, naturalmente, dalla conoscenza delle equazioni co-
stitutive del fluido stesso). Per provare quanto detto, si consideri il sistema
di coordinate gaussiane {x1,$2,$3,t} associate alla superficie 7 (cfr. nota
4, pag. 35); in tale sistema di coordinate, 7 ¢ la sottovarieta di V4 at =0,
e la metrica e data da:

g =—dt® + 9ij (ml, z?, 23, t) dz! @ da’. (5.12)
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I coefficienti di connessione non nulli sono:

I =T% Tyt=
T Y T 2% Ta

i iJ

dove con Ejk si sono indicati i coefficienti della connessione associata al-
la metrica indotta sulle superfici a ¢ = costante espressi nelle coordinate
{CL’l, x2, 933}; i coeflicienti Fij4 sono determinati in ¢ = 0 dalla seconda forma

fondamentale di 7, in quanto {%, %, %} ¢ una base per T (m) e si ha:

o 0 0
S(@:):“G:Jﬂ) 7ot

infine i termini I'y;* si ricavano da Fij4 e da g;;. In conclusione, la cono-
scenza della metrica nei punti di 7 e della seconda forma fondamentale di m
determina i dati iniziali:

%

agij
glj‘ﬂ— ) ot

(5.14)

™
Questi ultimi non sono tuttavia completamente arbitrari; per esempio, nel
caso T" = 0, nelle equazioni di Einstein nel vuoto:

Ry, =0 (5.15)

2.,
e possibile separare la parte dipendente da 88;?5] (non assegnata in 7 coi
dati iniziali) dalla parte ricavabile in 7 da 5.14 (inglobata genericamente nei

termini wy,):

1 aQQij
Rij = 5 o2 + wi; = 0, (5.16)
Riy = wis =0, (5.17)
1 ,.0%g;;
= ——g¥ %72 =0. 1
Raq 59" . twu 0 (5.18)

Le 5.16 costituiscono un sistema di equazioni differenziali nelle incognite
9ij = Yij (acl, 2, 3, t), risolubile in modo univoco una volta assegnati i dati
iniziali 5.14 (in virtu del teorema di Cauchy-Kowalewski). Le 5.17, 5.18
pongono invece vincoli sulle 5.14. Indicato infatti con: G, = Ry, — %ng,
il tensore di Einstein, se le 5.16 sono soddisfatte, le 5.17, 5.18 diventano
equivalenti a:

GH=0 p=1...4

queste espressioni non contengono derivate seconde di g;; rispetto a ¢, e
costituiscono dunque in 7 un insieme di restrizioni sulle 5.14. Se infine i dati
iniziali sono scelti in modo che: G4M’7r = 0, dall’annullarsi della divergenza
del tensore G segue che le 5.17, 5.18 sono soddisfatte in conseguenza delle
5.16 anche per t # 0; si ha infatti:

0= GMVHM = G4l,||4 + Gi,,Hi v=1...4 (5.19)
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mentre dalla 5.16 segue:
A 1 A ) 1
G'j = §R44, Gy =g"Rpy, G'=-Ry, G'4= —§R44-

Queste ultime, inserite nelle 5.19, danno luogo al sistema di equazioni diffe-
renziali:

oG4, _ e 0G4,

ot Y Oxt

nelle quali i coefficienti M%*,, N¢, dipendono dalla metrica ricavata da

5.16. In virtu del teorema di Cauchy-Kowalewski, I'unica soluzione di 5.20

soddisfacente le condizioni iniziali G4V‘n =0¢& G* =0, e quindi le 5.17,
5.18 sono verificate anche per t # 0.

Nel caso piu generale in cui il tensore energia-impulso nella 5.11 & non
nullo, i dati iniziali 5.14 vanno completati con 7T}, | e con le eventuali equa-
zioni costitutive del continuo. Per esempio, nel caso di una polvere di par-
ticelle non interagenti (7, = uV,V,), l'assegnazione del tensore energia-
impulso in 7 permette di determinare, mediante I’estrazione degli autovalori
e degli autovettori di 7’|, le funzioni p| ., V,| . Le equazioni analoghe delle
5.16 sono:

+N°,GY, v=1...4, (5.20)

1 8292“ 1
3 6t2j +wig = p (Vivj + 29ij> 7 (5.21)
mentre le equazioni di continuita per 7" danno (cfr. §2.1):
oV,
VAV, = V* 5 Ter=0, (5.22)
ou oVy
— 14 —
(/J/V'u)”'u =V a + HW +w= 0, (523)
essendo V*, pu non nulli e dipendendo wjj|_, wy|,, w|, dai soli dati iniziali:
99ij
il s ) 7 24
9ijl ot 1l il (5.24)

s
Le equazioni corrispondenti nel caso presente alle 5.17, 5.18 pongono come
in precedenza vincoli sui dati iniziali 5.24, i quali, una volta soddisfatti per
t = 0, vengono automaticamente propagati nella regione ¢ # 0 in virtu
dell’equazione:
(G*, —T“V)”# =0 v=1...4.

L’argomento e simile al precedente, e non verra ripetuto.

5.3 Il modello vuoto spazialmente omogeneo di
tipo I generale.

La discussione svolta nel precedente paragrafo prova l’esistenza di model-

lv vuoti spazialmente omogenei per ciascuna delle tipologie 1 + IX; rife-

rendosi alla base {wl wt = dt} in cui e espressa la metrica 5.1, all’i-
stante iniziale ¢y e infatti sufficiente scegliere g;; (o), gi; (to) in modo che:
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Ry (to) = Ry; (to) = 0, con Ryy, Ry; ricavate da 5.9, 5.10 e con le costanti
cijk caratteristiche del gruppo in esame; per ciascuna assegnazione dei dati
iniziali compatibile con tale requisito, il sistema di equazioni differenziali
ordinarie: R;; = 0, con R;; date da 5.8, ammette un’unica soluzione in un
intorno di tg.

Il gruppo G3 abeliano ha nulle le costanti di struttura in ogni base
left-invariante; pertanto, per ogni scelta delle forme {wl wt= dt} di Vs
invarianti rispetto a Gs3, si ottiene una base olonoma:

. 1, » ;
dwlz_§Czjl~coﬂ/\(.ukzO:NAJZ:dfZ i=1,2,3.

Fissato l'istante iniziale tg, in virtu di noti risultati di algebra e sempre
possibile ricondurre le matrici simmetriche g;; (to), gi; (to) date dalla metrica
5.1 alla forma in cui:

7ij (to) = 65, Gj (to) = diag (a1, a2,a3), (5.25)
con a1, az, ag costanti, mediante un’opportuna trasformazione di base:
o= Aijwj, Aij = costante i,5 =1,2,3.

In questo modo le {51,52,53, dt} sono ancora forme duali di una base di
V4 invariante rispetto all’azione di i3 e continuano pertanto a soddisfare le
5.2 con ¢'j = 0. Le equazioni del campo gravitazionale nel vuoto con le

componenti del tensore di Ricci 5.8, 5.9, 5.10 si riscrivono in questo caso:

1; 1; - _ 1; KE
Rij = 595+ 19599 = 59:959" = 0, (5.26)
EP D
Ry = *591391‘]' + Zgisgjtgjsgn =0, (5.27)

mentre le equazioni: Ry; = 0, ¢ = 1,2, 3, sono identicamente soddisfatte. Se
si inseriscono le funzioni:

Gi; (t) = 0 = costante i # j

in 5.26, si ottiene che le equazioni R;; = 0 per ¢ # j sono soddisfatte, mentre
le rimanenti porgono:

12
Rii = 595 + 19ii g, In (911922933) — B (gZ;) =0

[

(non sommato su 7).

(5.28)
Il sistema di tre equazioni differenziali 5.28 ammette un’unica soluzione
soddisfacente i dati iniziali:

Gii (to) =1, gy (to) =a; i=1,2,3. (5.29)
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Si conclude pertanto che le funzioni g;; (¢) soluzione di 5.28 coi dati iniziali
5.29 e le funzioni g,; (t) = 0 = costante, con i # j, sono 'unica soluzione del
sistema di equazioni differenziali 5.26 con le condizioni iniziali 5.25 (in virtu
del teorema di Cauchy-Kowalewski). Dunque nella base {wl,w2,w3, dt} la
metrica resta diagonale anche per ¢t # 0; combinando questo risultato col
fatto che le forme @' sono esatte, si ricava che in un opportuno sistema di
coordinate {xl,x2,$3,t} la metrica 5.1 per il modello vuoto spazialmente
omogeneo rispetto al gruppo di isometrie Gs abeliano é:

g=—d? + gy, () (d")” + Tz (1) (d2?)° + 735 (1) (d2*)°,  (5.30)
con: w' =dz’.

L’equazione 5.27 per R44 pone un vincolo sui dati iniziali 5.25; questi
ultimi vanno infatti scelti in modo che sia:

3
Z ara; = 0.
k=1

1l sistema di equazioni differenziali ordinarie 5.28 si risolve agevolmente
operando la sostituzione (lecita in quanto la metrica spaziale deve essere
definita positiva in un intorno di ¢y):

?ii (t) = egi(t) i = 17 27 37

in questo modo le 5.28 diventano:

gi+§gi(91+g2+93):0 i=1,2,3. (5.31)

Sommando le 5.31 e ponendo:

h=g1+ 92+ g3,

si ottiene:

. 1.
h+-h*=0
+ 5 ;
che ha la soluzione generale:
h(t)=2In|k(t+c)| Fk,c costanti (5.32)
oppure:
h (t) = costante . (5.33)

Sostituendo la 5.32 in ciascuna delle 5.31 si ricava:

. 1. .
gz+mg’5:0 Z:172737
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la cui soluzione puo essere posta nella formas:
gi =20;Inlk; (t+c¢)| 0i, ki, ¢ costanti. (5.34)
Con:
o1 +o2+o03=1
tale soluzione ¢ compatibile con le 5.31. Se si sceglie invece h (t) = costante,
la corrispondente soluzione delle 5.31 e:
gi = kit +¢; ki, c; = costante,, (5.35)
con:
ki + ko + ks = 0;

sostituendo le 5.35 nelle equazioni di partenza 5.28 si ricava tuttavia che
deve essere:
k=0 i=1,2,3.

In conclusione, le soluzioni di 5.28 coi dati iniziali 5.29 sono (se ty = 0):

G (1) = |L+1| 2 con: 0=, 01 +0a+03=1, (5.36)
9i; () =0 i#j,
oppure, se a; = ag = az = 0:

g, (t) = 6;5 = costante. (5.37)

Va infine ancora osservato che in conseguenza del vincolo 5.28, nella solu-
zione 5.36 deve aversi in piu:

(01)* 4 (02)* + (03)* = 1.

Inserendo la 5.37 nella 5.30 si vede che il modello corrispondente & il
V), piatto. Nelle 5.36, invece, almeno una delle tre funzioni g,; si annulla al
tempo finito t = —¢, indicando che in tale istante la metrica spaziale diventa
singolare. Cio non e sufficiente a garantire che a ¢ = —c la metrica di Vy sia
singolare; infatti la superficie m a t = —c potrebbe essere di tipo luce, e in

questo caso il vettore Xy = % ortogonale a 7 sarebbe tangente a 7 stessa,

mostrando che la base {%, 8%2’ %, %} di V, e degenere in t = —c (cfr. il

modello T-NUT-M piu avanti). Tuttavia, calcolando lo scalare:
S =R sR" 4

a partire dalla metrica 5.30 con le g,;; date da 5.36 si ottiene (supposto
t> —c):

2

4
t 1 1
S(t) = <c + 1) E {Sa? — Eai (a1 + az + a3)
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e dunque:
lim S (t) = +oo.

t——ct
Cio mostra che la soluzione 5.36 conduce ad una singolarita effettiva in un
tempo finito. Si conclude pertanto che I'unico modello vuoto non singolare
spazialmente omogeneo rispetto al gruppo di isometrie GGg abeliano ¢ il Vy
piatto.

Il risultato ottenuto puo essere esteso al modello di tipo I riempito da
un fluido isotropo, e, piu in generale ancora, ad ogni modello spazialmente
omogeneo con Ty, = (1 +p) V,V, + pgu in cui la velocita V' del fluido &
ortogonale alle superfici omogenee. In questo caso, infatti, la metrica scritta
nella forma 5.1 mostra che V' = —dt in rappresentazione covariante; da cio
segue che il tensore di rotazione w del fluido € nullo, e dunque dall’equazione
di Raychaudhuri 2.9 deriva (se p > —%) che il termine di espansione 6 del
fluido diverge in un tempo finito.

5.4 Diagonalizzazione del modello vuoto di tipo
IX generale.

Nel caso delle equazioni del campo gravitazionale nel vuoto:
R,, =0 (5.38)

si e visto che € sempre possibile trovare soluzioni spazialmente omogenee
rispetto all’azione semplicemente transitiva di ciascuno dei nove gruppi tri-
dimensionali di isometrie. In questa sezione si mostrera in particolare che,
se il V4 vuoto € spazialmente omogeneo rispetto al gruppo di isometrie Gs di
tipo IX (isomorfo a SO (3,R)), allora é sempre possibile ricondurre la me-
trica 5.1 alla forma diagonale riferendosi a un’opportuna base invariante; si
vedra inoltre che in tale base le costanti di struttura sono quelle canoniche
per SO (3,R), ovvero: ¢’y = Nijks dove 1,5, € il simbolo di permutazione di
Levi-Civita.

Se V, ¢ spazialmente omogeneo rispetto al gruppo di isometrie di tipo IX,
allora nella base {wl, w2, w3 wt = dt} duale di un’opportuna base invariante

{XI,XQ, X3, Xy = %} si hanno le relazioni:

A 1 ,
dw' = —Enijkw] AwF, dw*=0 (5.39)
e la metrica ¢ (riscrivendo per comodita la 5.1):

g=—dt®dt+ gij (t) ' @w. (5.40)

In virtu di noti teoremi sulla diagonalizzazione delle forme quadratiche, e
sempre possibile operare una trasformazione di base:

o= Rijwj, Rij = costante ¢,5=1,2,3
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in modo che R’ ;j sia una matrice ortogonale:
RRI =69, det (R';) =1 (5.41)

e che che allistante iniziale ¢; la matrice simmetrica g;; ({9) venga ridotta
nella nuova base alla forma diagonale:

;5 (to) = diag (911 (t0) s Ga2 (to) , 933 (o)) » (5.42)

dove g;; (to) (non sommato su i) sono gli autovalori positivi di g;; (tp). In
conseguenza di 5.41 e del fatto che R ¢ una matrice costante, nella nuova
base € ancora:

4 1 .
dw' = =i’ AT, (5.43)

Riscrivendo le 5.38 nella base {wl,wz,w?),dt}, utilizzando le 5.8, 5.9,
5.10 e le proprieta del simbolo 7, si ottiene:

Ry = %?m + %?ij?ksgks — igikgjlgmp ?tsnkmsmtp - %?iséjtﬁm
+%§tk§msnkisntmj +di; =0, (5.44)

Ry = _ijksgtsnkti =0, (5.45)

Rys = —%ﬁijgij + %jisﬁjtgjsgit = 0. (5.46)

Si e visto in precedenza che le 5.45 e le 5.46, con §2J (to) ricavate da 5.44,
pongono vincoli sui dati di Cauchy, e non modificano in alcun modo la
dinamica successiva del campo, la quale & governata dalle sole 5.44. Dalle
5.45, 5.42 segue all’istante tq:

1

1 (@jyﬂ'j — §]Z§“) =0 (i # j non sommati);

se g7/ # g, allora §Z] = 0; se invece g/ = g%, con un’ulteriore trasforma-
zione ortogonale si puo fare in modo che @] = 0 e che g resti diagonale. Si ¢
dunque mostrato che in virtu delle 5.45 si puo scegliere una base invariante

{wl, w2, W, dt} nella quale:
dw' = —177-‘ o AT"
9 ijk
e tale che:
g;; (to) = diag (g1,92.93), gy (to) = diag (1, g2, 93) - (5.47)

Se nella 5.44 si inseriscono le funzioni:

ij (t) = 0 = costante i # j, (5.48)
J;i (t) = gi (t) (non sommato su i), (5.49)
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si vede che le equazioni:

Rij=0 i#]
sono soddisfatte, mentre per ¢ = j si ha (senza sommare gli indici ripetuti):
1. 1. (1 & 93) L, 1 o 1g7
R~~—‘—|—‘(++ + —g; i — o=
) 29% 4gz 7 e g3 491 ~— G5 (nzst) 9 gi
1 gt 2
—= g = (n, 1=0. 5.50
9 - s (nzts) + ( )

Per il teorema di Cauchy-Kowalewski le funzioni 5.48 e 5.49, queste ultime
soddisfacenti le 5.50 con le condizioni iniziali date da 5.47, costituiscono
I’unica soluzione del sistema di equazioni differenziali ordinarie 5.44 con le
condizioni iniziali 5.47. Pertanto, la metrica del modello vuoto spazialmente
omogeneo di tipo IX generale e sempre riconducibile alla formas:

g=—df? + g1 (t) (W) + g2 (1) (&) + g3 (1) (&) (5.51)
con: 1

e con le funzioni g; in 5.51 soddisfacenti il sistema di equazioni differenziali
5.50. I dati iniziali per quest’ultime vanno scelti in modo da soddisfare la
5.46 all'istante to con g,; (to) ricavate dalla 5.44.
Introducendo le funzioni Q (t), 5 (t), f_ (t) mediante le sostituzioni:
g1 = 6_2(9_5+_\/§B*)7 g2 = G—Z(Q—ﬁ++\/§ﬁ7)’ g3 = 6_2(Q+2ﬁ+)7 (553)
le equazioni 5.46, 5.50 per le componenti non nulle del tensore di Ricci si
riscrivono:

Ry = 30— 30% — 637 — 63” =0, (5.54)
}; = O+ B+ VBE_ +30 (2 5y - V3B
+%em [64(6++x/§5,) _AMB—VEE) _ 88,
+2€f2(6++\/357)] =0, (5.55)
f"; = O By~ VBB +30 (9 5y + V3R
+%629 [64(5+—\/§5—) — HBe VBB _ 88,
+2672(ﬁ+*\/§5—)] =0, (5.56)
121 = -0 —23, +30 (Q + 2@) + %em [e‘%

—64(64—"‘\/55—) — 64(5+_\/§’8—) + 64’8+i| =0. (5.57)
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Dalla 5.54 si ricava:

() () (5 =

Cio prova che la funzione: f (t) = é + ¢ ¢ monotona non crescente; pertanto
la funzione f(t) —t ¢ strettamente decrescente, ha uno zero a un tempo
finito ¢; (in quanto il grafico di y = f () interseca necessariamente la retta
y = t). La sua reciproca ¢ quindi strettamente crescente e diverge in ¢;. Si
ha dunque, per tg < t < t;:

0 L o= [ costant
= — = [ ——>— + costante
ft)—t to f(§) —¢
= t de + costante
to f (&) = f(tr) + f(tr) =€
boodg to— f(t)
> ————— + costante = In ————- + costante — 4-o0.
to f(t1) = ¢ t—f(t) >ty
Quindi: limt_>t1_ Q2 (t) = +o0. In modo analogo si prova che: hmt—n&;‘ Q(t) =

+o00.
La funzione Q) (t) ¢ legata al determinante della metrica spaziale indotta
dalla 5.51 sulle superfici a ¢t = costante da:
det (gi;) = g1g293 = e %%
Si conclude quindi che la metrica spaziale tende in ¢; ad una metrica singo-
lare, o in altre parole si ha: g; (¢) b 0 per almeno un indice i € {1,2,3}.
—rt1

Come gia notato nel precedente paragrafo, cio non e sufficiente tuttavia a
concludere che Vy sia singolare in t1; ricordando infatti la costruzione de-
scritta in §1.4 per ottenere una base invariante di V, in cui la metrica fosse
espressa da 5.1, va osservato che la base invariante {Xl,XQ, X3, X4 = %}
duale di {wl,w2,w3,w4 = dt} veniva cola ottenuta a partire da una curva
~v = 7 (t) secante le superfici omogenee di tipo spazio e a esse ortogonale,
estendendo poi mediante I'azione del gruppo una terna di vettori indipen-
denti { X7, X9, X3} tangenti in ogni punto di v alla superficie omogenea pas-
sante per quel punto. Tale costruzione & possibile finche il fogliettamento di
Vs indotto dall’azione del gruppo G3 di isometrie € costituito da superfici
omogenee di tipo spazio. Tuttavia la curva vy non puo essere prolungata
attraverso un’eventuale superficie omogenea 7 di tipo luce, indicando cosi
che la base in cui ¢ espressa la 5.1 ¢ degenere in 7. Poiche inoltre il proble-
ma di Cauchy per le equazioni del campo gravitazionale ¢ mal posto su una
superficie di tipo luce, nulla garantisce che, ove possibile, il prolungamento
della 5.1 ad una metrica definita in un intorno di 7 sia univoco. Un esempio
che chiarifica quanto detto e il modello T-NUT-M descritto nel paragrafo
seguente.
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5.5 Il modello T-NUT-M.

La metrica 5.51 per il modello vuoto spazialmente omogeneo di tipo IX
generale ¢ riferita alla base invariante anolonoma {wl,wz,w3,dt} definita
da 5.52. Introdotto un opportuno sistema di coordinate locali (coordinate
di Eulero): {6,¢,v | (0,9,¢) € (0,7) x (0,27) x (0,47)} per le superfici
omogenee a t = costante!, le {wl,wQ, w3} possono riscriversi:

w! = sindfh — sin @ cos de,
w? = cosdf + sin 0 sin de, (5.58)
w? = cosfdy + d.

A queste corrispondono sulle superfici omogenee i campi invarianti:

. 0 cosy O 0
Xl —SIHQIZ)%* Sine%qLcotQCOS@/J%,
B 0 siny 9 i 0
XQ = COS ’IIZ)% + Sind % COt@Slnl/J%, (559)
0
X3 - %

Se nella 5.51 si pone: g1 = go = g3 := g (ovvero: B, = f_ = 0), si
verifica agevolmente che si riottiene la metrica FRW con curvatura delle
superfici spaziali positiva.

Se si pone invece: g1 = g2 # g3 (ovvero: B_ =0, 8, # 0), si puo ricavare
la soluzione esplicita del sistema di equazioni differenziali 5.54, 5.55, 5.56,
5.57; con un’opportuna sostituzione della variabile t si trova che la metrica
corrispondente a tale soluzione e:

dt?

9= @ tEAUO @)+ (@ +2) [@) + @], (660
Ut)=-1+ 2w, m,1 > 0. (5.61)

La metrica 5.60 (ricavata da Taub nel 1951, cfr. [17]) ¢ definita per t € I =

1
(t_,ty), con: tgx =m =+ (m2 + l2) 2 ed ¢ singolare agli estremi ¢, e t_, nei
quali U si annulla.

!Tali superfici sono isomorfe (almeno localmente) a 3-sfere S® e le coordinate di Eulero
sono coordinate sferiche in S%; S si identifica coll’'unico gruppo tridimensionale sempli-
cemente connesso avente algebra di Lie di tipo IX. Le coordinate di Eulero per il gruppo
delle rotazioni SO (3,R) (anch’esso di tipo IX) hanno ¥ € (0,27); SO (3,R) non ¢ tuttavia
semplicemente connesso. Nel caso in esame si ha: V; 22 I x S2, essendo I C R un intervallo
aperto.
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L’espressione 5.60 pud essere semplificata pensando V4 = I x S come
un fibrato sulla sfera S2, essendo I x S! la fibra in ogni punto di S?; la
fibrazione puo essere descritta nelle coordinate {¢,6, p,} introdotte sopra
mediante la proiezione:

T Ix93 — S2
t,0,0,90) ~ (0,9

L’azione del gruppo di isometrie G3 di tipo IX mappa fibre in fibre (co-
me segue dal fatto che % e % sono campi invarianti rispetto a G3), la
qual cosa mostra che tutte le fibre con la metrica indotta su ciascuna da
I x S3 sono fra loro isometriche. L’applicazione 7 definisce univocamente
in ogni punto x € I x S* un sottospazio (verticale) dello spazio tangente:
Ve, =kermy, =L ((%)m , (%)x) c T, (I X 53); I’assegnazione della metri-
ca 5.60 permette di completare V, con il sottospazio (orizzontale): H, =
ng =1L ((%)z , (% — cosﬂ%)g) in modo che: T, (I X 5’3) =V, ® H,.
Corrispondentemente, ogni vettore X € T, (I X S3) si decompone in mo-
do univoco nella somma di una parte Xz € H, e di una parte Xy € V,:
X = X + Xy; infine, la metrica 5.60 si riscrive:

9(XY) =gy (Xv,Yy)+ (£ +1*) g (m X, 7. Yn) (5.62)

essendo gp la metrica della sfera S? immersa in R3 euclideo (gy =d#* +

(dz1)2+(dx2)2
sin? fdy? = 72)2, cfr. §3.1), mentre gy ¢ la metrica indotta da g su
1422
una qualsiasi fibra, data da:
dt? 2 5
v ="7 @ + (20)° U (t) dy=. (5.63)

Dei due termini che compaiono nella somma 5.62, solo gy € singolare in
t = t4; tale singolarita e tuttavia soltanto apparente, essendo legata alla
scelta del sistema di coordinate in cui e espressa la 5.63. Prima di mostrare
nel dettaglio quanto appena affermato, € opportuno soffermarsi brevemen-
te su un esempio pit semplice (descritto da Misner in [18]), che presenta
caratteristiche analoghe a quelle del caso in esame.

Nel cilindro M, = (0, +o0) x S'2 si puo definire la metrica iperbolica:

2
h= _d% Ftde?, () € (0,+00) x (0,27) (5.64)

(nelle coordinate {t,v} si identifica ¢ = 27 con ¢ = 0). h & singolare in
t = 0; tuttavia, introducendo la nuova coordinata:

W = —Int, (5.65)

2Al contrario di I x S2, I x S* non & semplicemente connesso.
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la 5.64 diventa:
W= dy' @ dt + dt @ Ay’ + ¢ (dy')? . (5.66)

La metrica 5.66 ¢ definita in tutto il cilindro M = R x S? riferito a coordinate
{t,l/)l }, ¢ analitica e prolunga la metrica 5.64, poiche coincide con essa in
My C M3. (M,}h') non & perd I'unico modo in cui la 5.64 pud essere estesa
nella porzione inferiore del cilindro; sostituendo infatti:

" =1 +1Int, (5.67)
la 5.64 si riscrive:
B = — (dy" ® dt + dt © dg”) + ¢ (dg”)?. (5.68)

R & un’altra metrica analitica che prolunga la 5.64 all’intero M, tuttavia
essa non ¢ isometrica alla 5.66. Per convincersene ¢ sufficiente osservare che,
dato un qualsiasi punto x¢g € My, delle due geodetiche 7y, v5 di tipo luce
uscenti da zg una sola si estende nella parte inferiore di M, in modo alterno
alla scelta di una delle due metriche A’ o h” per M. Infatti, in (M,h') le
due geodetiche sono definite in forma implicita da:

t
7y ¢ 2In (;()) = (v, —wb) (5.69)
Yy : w'% = 1b(, = costante; (5.70)

si vede che delle due solo v, si prolunga in M_, mentre ~; si avvolge a
spirale attorno al cilindro appiattendosi sulla circonferenza a ¢t = 0. Ricor-
dando le 5.65, 5.67, si puo sostituire: 1)’ = 9" — 2Int nelle 5.69, 5.70; si
verifica in questo modo che in (M, k") le caratteristiche delle due geodetiche
si invertono (fig. 5.1).

Tornando ora alla metrica 5.62 del modello di Taub, operando sulla fibra
(t_,ty) x S il cambiamento di coordinate:

. 1 dt
(G —¢+2Z/U(t), (5.71)

la parte gy di g singolare in ¢ separata in 5.63 si prolunga da (t_,¢,) x S*
all’intero cilindro R x S! nel modo che segue:

gy = =20 (d¢' © dt + dt @ dy') + 412U (¢) (dy')? . (5.72)

3La metrica 5.66 (come pure la metrica 5.68 definita pilt avanti) ¢ piatta; cid si pud

. . KA id i . . .
verificare sostituendo: £ =te2 —e™ 2 ,n =te2 +e 2 e osservando che in tali coordinate
si ha: b/ =d¢?—dn?.

Inoltre, in M_ = (—o0,0) x S con metrica h’ non & possibile definire una nozione
globale di ordinamento temporale, in quanto le curve a ¢t = costante < 0 sono chiuse e di
tipo tempo.
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Figura 5.1: Andamento di due geodetiche di tipo luce 7y, 75 rispettivamente
in (M,R"), (M,h"); si vede il comportamento speculare delle due metriche,
che indica che h’, h” sono due prolungamenti inequivalenti di (M4, h).

g1, € analitica e, ricordando la definizione 5.61 della funzione U, si vede che
la metrica ¢’ di Vy ottenuta da gy, & tale che esistono due superfici omogenee
di tipo luce a t = t_ e a t = t, che separano V; = R x S3 in tre regioni
distinte (nell’esempio precedente le regioni diverse erano due); di queste,
I'interna corrisponde al modello di Taub gia esaminato, nel quale le superfici
omogenee sono di tipo spazio, mentre le due porzioni cont < t_ econt >t
(descritte per la prima volta e in un contesto diverso da Newman, Tamburino
e Unti nel 1963, cfr. [19]) hanno per sottovarieta omogenee superfici di tipo
tempo; la regione di Taub (T) ha un ordinamento temporale globale, mentre
nelle due regioni di Newman, Tamburino e Unti (NUT) esistono curve chiuse
di tipo tempo. La metrica 5.63 puo essere estesa all’intero R x S! in un altro
modo inequivalente a quanto appena visto; definendo infatti:

n_ o i dt
la varietd ((t—,¢4) x S*, gv) si prolunga a (R x S*, ¢{/) con:
g =20 (A" @ dt + dt ® dy") + 412U (1) (dw")*. (5.74)

La metrica ¢” di V4 ottenuta da g{, ha le stesse caratteristiche di ¢/, tuttavia
g’ e g” non sono isometriche. Questo si mostra in modo simile a quanto visto
nell’esempio; si verifica cioe che nella regione T le geodetiche di tipo tempo
o di tipo luce uscenti da un punto qualunque si suddividono in due famiglie,
delle quali una puo essere prolungata sia in t < t_ sia in t > t; e l'altra ne
int<t_neint > 14, e si osserva che la scelta di estendere g con la 5.72 o
con la 5.74 scambia tra loro le due famiglie. I dettagli della questione sono
I’argomento del prossimo paragrafo.
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5.6 Le geodetiche nel modello T-NUT-M.

Esaminando piu estesamente le caratteristiche delle geodetiche nel modello
T-NUT-M*, & utile osservare che, data una geodetica y parametrizzata in
modo affine, detto V il corrispondente vettore tangente, e dato un campo di
Killing ¢ arbitrario, in tutta generalita il prodotto scalare (£, V') ¢ costante
lungo v; infatti, dalle equazioni di Killing: &, + &, = 0 segue:

Vv (6,V) = (VvE V) = £, VFV" =0,

Nel modello di Taub sono ovviamente definiti i tre campi di Killing generati
dall’azione del gruppo Gs di tipo IX:

0
§ = %»
&y = cos gp% — cot 6 sin (’088(,0 + 2?1581, (5.75)
&3 = singp% +cot9cosgo£p — :zg;b
(i campi &; sono tali che: [§i,§j] = —Nkij€ky € se X; & un elemento della

base invariante 5.59 dello spazio tangente alle superfici omogenee, si ha:
[£;, X;] = 0). In pin, in conseguenza dell’ulteriore simmetria: g1 = g, si
puo verificare che esiste sulle superfici omogenee un quarto campo di Killing
indipendente dai precedenti, espresso in componenti da:

0
N’
Per il seguito e utile osservare che, su ciascuna superficie omogenea a t =

costante, i vettori di Killing {&;,&5,&3} sono legati alla base invariante
{X1, X3, X3} data in 5.59 da una matrice ortogonale dipendente dal punto:

(gi)x(t797sp7’[p) = R]z (97 2 1/}) (Xj)x(t797<p7¢) con: (Rsz]k) (‘97 ®, ¢) = 5”7

cio si puo verificare osservando che { X7, X9, X3} e {£, &5, €5} sono entrambe
basi ortonormali per S con metrica: h = (w1)2 + (w2)2 + (w3)2.

Se si considera 'estensione del modello di Taub al modello T-NUT-M
con il cambiamento di coordinate 5.71, la metrica e data da:

7 (5.76)

g = —4l (A’ + cos 0dg) dt + (2)> U (t) (A’ + cos 0dp)
+ (t* + 1?) (d6* + sin® 6de?)
= 2 (WP @dt +dt @ W) + (20U (1) (W)
(@4 1) (@) + (@)

4L’ultima lettera dell’acronimo T-NUT-M & Diniziale di Misner, che con Taub mostrd
nel 1969 il legame fra i modelli T e NUT (cfr. [20]).
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dove le W' si scrivono nella stessa forma delle 5.58 pur di scambiare 1) con
¢/, e soddisfano quindi anch’esse le relazioni: dw = —3nw" A W™ 1
campi di Killing nelle nuove coordinate sono ovviamente gli stessi di prima,
e si ottengono dalle 5.75, 5.76 scambiando 2 con v’; la base invariante duale
delle w’ sulle superfici omogenee & data da tre nuovi campi {X1, X2, X3}
non coincidenti con gli 5.59, ma espressi formalmente al medesimo modo
dei 5.59 stessi con la sostituzione: 1 <> 1)’ (in sostanza, il passaggio dalle
coordinate {t, 0, p, 1} alle coordinate {t, 0, p, w’} cambia la base invariante
ottenuta con la costruzione descritta in §1.4, che non & canonica, poiche
dipende dalla scelta di una curva secante le superfici omogenee e di una
terna di vettori tangenti a tali superfici mobile lungo la curva stessa).

Si consideri nel sistema di coordinate {t, 0,0, } una geodetica y = 7 (1)
parametrizzata in modo affine, avente V = ViX{+V4% per vettore tangente
e con: (V,V)=FEe{-1,0,1}. Si ha:

ppi= V)= (X4V)=-2V*+ (20)*U (t) V* = costante,
3
pi : = (£, V) = costante = p? := Z (pi)? = costante .
i=1

Poiche si ¢ visto che i vettori & sono legati in ogni punto agli X/ da una
matrice ortogonale, segue:

S(XLV) = = costante = (124 ) [(V)7 + (v2)7] + 4]

%

= pi = p? —pﬁ = (t2 + l2) [(Vl)2 + (V2)2} = costante
Si ha poi ancora:
E = (V,V) = —V*V3+ 202U (1) (V*)" + (2 + 1) (V)" + (V)] =

- @r vy
@)U (1) 2412

. R dt, . . .
Ricordando che &: V4 = = sisono dunque trovate le due seguenti equazioni
per le componenti V3 e V%

2 2
p” dt U(t ) 9
2
1 P U (t,)
Vi= — — + 21 + Yp? —EU(t,)] . (5.78
@) M e et T ) 6

Nella 5.78 il segno € concorde con quello di C(%”.
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Figura 5.2: Andamento del potenziale geodetico V' (t) per una geodetica con
E = -1, p; = 0 nella metrica T-NUT-M con m = [ = 1. Le intersezioni
con l'asse delle ascisse at =t_ e at = t4 corrispondono alle due superfici di
tipo luce che separano le due regioni NUT esterne dalla regione T interna.

La 5.77 & del tutto simile all’equazione del moto classica di una particella,
2
P

(20)?

nella quale a 7 corrisponde il tempo, a t, la posizione, a = costante

I’energia totale e il potenziale ¢ dato da:

vin=u(e pi)

t2 412

Se per esempio si pone m = [ = 1 nella 5.61, per una geodetica di tipo tempo
(E=—-1)conp; =01l potenziaﬁe ha la forma di una buca (fig. 5.2). Cio
P

@
dall’una all’altra regione NUT passando per la regione T, ma questo in realta
non avviene. Infatti, I’equazione 5.78, presa col segno + o — a seconda che
sia p| > 0 o p| < 0, mostra che V3 diverge in t4; dunque la geodetica + non
puo in alcun modo transitare attraverso le due superfici omogenee di tipo
luce separatrici; da questo segue che v ha lunghezza finita ed € inestensibile
(fig. 5.3.a). Se il segno della 5.78 ¢ preso nel modo opposto, allora v passa
attraverso le due superfici, ma nel moto di ritorno il segno si alterna e V3
diverge, riconducergldosi alla situazione appena descritta (fig. 5.3.b). Se
P

@
sia concorde o discorde col segno di py|, la geodetica non puo attraversare
alcuna delle superfici di tipo luce (fig. 5.3.c) oppure 7 si estende da t = —o0
a t = 400 passando una sola volta attraverso ciascuna delle tre regioni (fig.
5.3.d). I casi appena descritti (nei quali il moto si compie su una superficie

a (0, ) = costante) sono riassunti nell’ordine in fig. 5.3.

sembrerebbe mostrare che per < 1 il valore della coordinata t, oscilli

. . . . . dt . o
invece si sceglie > 1, a seconda che il segno di 3 all’istante iniziale
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E opportuno infine osservare che, se si fosse scelto di estendere la regione
T per mezzo della 5.73 anziche con la 5.71, il segno + nella 5.78 sarebbe
stato invertito e si sarebbero ottenute situazioni esattamente opposte a quelle
descritte sopra.
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a til—— T b) ¢

0 t{l——— T d) ¢

(2 (2

Figura 5.3: Le geodetiche di tipo tempo nel modello T-NUT-M ricavate dal
potenziale in fig. 5.2. Il moto si compie su una fibra R x S*.
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Appendice A

In questa sezione si dimostrera 'implicazione inversa del teorema 1.1.6, ov-
vero si provera che gruppi di Lie con algebre di Lie isomorfe sono isomorfi
in un intorno dell’identita.

Nel seguito, per chiarezza notazionale, non si usera la convenzione di
somma sugli indici ripetuti. Nelle formule gli indici saranno tutti scritti in
basso, mentre la posizione in alto sara riservata ai soli esponenti. Si supporra
inoltre che G sia una varieta analitica.

Si indichera con D (G) lalgebra degli operatori da F (G) in F (G) gene-
rata da tutti i campi left-invarianti e dall’operatore identita; in tale algebra,
Poperazione di composizione fra due operatori X,Y € D (G) ¢ definita dal
requisito che per ogni f € F (G) si abbia (XY) f = X (Y (f)). Se i campi
{X;...X,} formano una base (d’ora in poi supposta fissata) per I’algebra di
Lie g del gruppo n-dimensionale G, un insieme di generatori di D (G) ¢ costi-
tuito dall’identita e dagli operatori X, ... X;, (1 <4, <n, p > 0), ottenuti
componendo fra loro i campi {X; ... X,,} stessi (considerati come operatori
su F (Q)). Data I'n-upla t = (t1...t,) € R™, si porra: X (t) = > t: X;.
Detta M = (mj ... my) una n-upla ordinata di interi, con m; > 0, si porra

inoltre |[M| = my+...4+my, et =¢"'.....t™n; se |M| > 0, si indichera con
[ M]
X (M) il coefficiente di tM nell’espansione dell’operatore %, mentre se

|M| = 0 si porra X (M) = id. Per come sono definiti, gli operatori X (M)
stessi sono elementi di D (G).

Lemma A.0.1 Ogni operatore X;, ...X;,, con 1 < i < n, puo essere
espresso come combinazione lineare finita:

Xy Xiy= > auX (M), (A.1)
|M|<p

con ap € R.

Dimostrazione. Posto: u, = %!Zaesp Xiyy - Xig
delle permutazioni dei p elementi {1...p}), si ha chiaramente: u, = c¢X (M),
dove ¢ € R e M ¢ un’opportuna n-upla. Usando le relazioni di commutazio-
ne: XZ‘Xj — XjXZ' = Zk Ckz‘ij, si trova che X, .. .Xz‘p— X; X; e

a(p)

(Sp € l'insieme

o(1) "
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una combinazione lineare a coeflicienti reali e costanti di elementi della for-
ma Xj, ... X;,_, con1 < j. <n. La A.1segue dunque per induzione sup. ®

Per un generico campo left-invariante X e per una qualunque funzione
f € F (G) sussiste la relazione:

(X (0) = (X (Fo Ly (e) = < F gop (X)) .
t=0

e dunque:

(Xf) (gexp (uX0) = =1 f (gexp (uXo)),

dalla quale per induzione:

n

(X"1) (gexp (uX) = <L f (gexp (uX)) (42)

(nella A.2 e nelle espressioni seguenti si € omesso per semplicita notazionale
di indicare, ove evidente dal contesto, I'indice e dei campi valutati nell’iden-
tita). Se Y & un secondo campo left-invariante, usando due volte la A.2 si

trova:
dm n

(Y™X"f) (e) = ——5 7= [ (exp (sY) exp (uX)) : (A.3)

- m n
ds™ du s—t—=0

Da A.2 e A.3 seguono rispettivamente gli sviluppi in serie:

flgexpX () = > tM[X (M) f](g), (A4)
M
flespX)ep(y) = 3 D2 (xvmh ). (A)
mmn>0 ’

Confrontando la A.4 coll’ordinario sviluppo in serie di Taylor per la funzione
F(ty...t,) = f(gexp X (t)), si trova:

1 HIM|

XM o) = o g o 9o X ()

t1=...=tp,=0

(A.6)

Dalla A.6 segue che gli operatori X (M) sono linearmente indipendenti;

in virtu del lemma A.0.1 segue dunque che, al variare di M, gli X (M)
formano una base di D (G). Si ha pertanto:

XXV = S CPunX (P), (A7)
|P|<|M|+|N]

essendo le costanti CFj;n univocamente determinate. Una base di D (G)
alternativa agli X (M) ¢ data dagli operatori X7* ... X" con e; > 0. Infatti,
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poiche X; X;—X;X; = >, ¢*;; Xk, & chiaro che ogni X (M) puo essere scritto
come combinazione lineare a coefficienti costanti di elementi X7* ... Xt con
e1 + ...+ e, < |M|; di converso, da A.l segue che ogni Xi'...X<" puo
essere scritto come combinazione lineare a coefficienti costanti di operatori
X (M) con | M| < e1 + ...+ e,. Poiche il numero di elementi X (M) con
|M| < e1+...+e, € pari al numero di elementi X{l .. .X,{" con fi+...+fn <

e1+. . .+ey, segue che anche gli operatori X7* ... X< costituiscono, al variare
degli e;, una base per D (G); in tale base si ha:

X(M)= > b, X{ . X5, (A.8)
e1+...+en<|M|

essendo i coefficienti (costanti) be,. ., determinati dall’algebra di Lie di G.
Pure nella decomposizione:

X (M)X (N) = > Coyoon XC . XEn
e1+...+en <|M|+|N|

i coeflicienti ce,. ., sono determinati dall’algebra di Lie di G, come segue
dalla A.8 e ancora dalle regole di commutazione X;X; — X, X; = Zk ckink.
Pertanto, nella A.7 le costanti CF p;n sono determinate dall’algebra di Lie
di G.

Per mostrare che gruppi di Lie aventi algebre di Lie isomorfe sono iso-
morfi in un intorno dell’identita, basta ora riferire un generico gruppo di Lie
G a coordinate normali {z1...x,} in un intorno aperto U, di e € G. Se «,
y, xy € Ug, si ha:

x=exp(@1 X1+...+2,Xn), y=exp(nnXi+...+yXn),

zy = exp ((zy); X1+ ...+ (2y), Xn)

Usando la A.5 sulla funzione f : x ~» xj si trova:

(wy)y = D My [X (M) X (N)ay] (e)
M,N

che, ricordando la A.7, diventa:

(@y)e = > aMyNCP yn [X (P) k] (e). (A.9)
M,N,P

Dalla A.6 si ricava:

[X(P){L‘k] (6)2{ 1 SeP:((Skl...(S],m)

0 altrimenti

7

quindi, posto: [k] = (dk1...0kn), la A.9 si riscrive:

(xy), = Y CFynay,
M,N
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Poiche le C*y; sono assegnate dall’algebra di Lie di G, quest’ultima for-
mula mostra che la legge di composizione del gruppo ¢ determinata in U,
dall’algebra di Lie di G stessa, e dunque la tesi & provata.
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Appendice B

In questa sezione si otterra ’equazione della deviazione geodetica, che verra
poi usata per ricavare un’utile espansione in serie delle componenti del ten-
sore metrico; si mostrera che in una varieta simmetrica (cioe nella quale
VR = 0) tale espansione si riduce alla formula 3.7.

Sia M una varieta riemanniana, sia xg € M, e siano {a’;l .. w"} le coor-
dinate naturali in 75, (M) riferito ad una base {X;...X,}. In coordina-

te normali il map-esponenziale assume la forma: ' (exp,, (v)) = @ (v).
Sia D = a:la?:Z il campo delle dilatazioni in T, (M); si indichi con
U := (expxo) D =z' aai il suo push-forward. Allora:

* €T

1. Le linee integrali di D sono le semirette uscenti dall’origine:

Tramite il map-esponenziale, queste sono convertite nelle curve: z? (¢) =
v'ef. Queste ultime sono geodetiche, parametrizzate in maniera non

affine; un parametro affine sarebbe: 7 = es. 1l vettore tangente a

tali curve vale: viega‘zi =U = ef‘il”': — U = €40, = VyU =

Vu (6587) = £ (0, +Vpo,) = €9, = U (con 9, si & indicato il

vettore tangente alle curve parametrizzate col parametro affine 7).

2. 1 campi 8?'52' in Ty, (M) soddisfano: [a?th] = 8?:2' — i campi 821‘
in M soddisfano: [%,U] = 321-- Pertanto rispetto alla connessione

riemanniana;:

VU - Vg =] = 5

Bt oz’ oxt’
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3. Si ha:

0 0
VuVugs =Vu <vaii v- axi)
=(VaVy-V +R(U. 9 U-V 0
e Y [aii’U] " Ot Voxi
(B.1)

0 0

Esplicitando i termini che compaiono nell’ultima espressione si trova:

0 0 0
— p7 K vk
VUaxi 2Ly oxk Yi oxk’
o K\ 9 ok O
VoV = U (W) g + ¥

Lungo le linee integrali di U:

ViF = T," (v165 . ..v”e5) vPet == X;Fef,

dy;* dX;*
ViF) = =1 = X Fef 481
U( ) a es+e a

In conclusione, si e trovata 1’equazione:

e vr, dX* %vrv k_ 2k Py
es | X;© + + e XX, = e R 0P — 8 X5,

dg
ovvero: .
dX;
dg + 2Xlk = ¢t (—XiTer + Rkpqﬂ}pvq> .
Passando al parametro 7 = e, si ha: dfgk = ¢f dé(;'k, e lultima

equazione si riscrive:

dX;*
dr

T + 2Xlk =T (—Xirer + Rkpqivpvq) .

Alternativamente, procedendo in linguaggio covariante:

0 g O 0 DY;* o
\v - =Y,"—, VyVyp— = ——,
Y oxi b Oxk UMV 9gi D¢ Oxk
-k -k k
DY; _ 1DY; _ 1D (egXik) X4 DX; ’
Dr ¢ DE D D¢
e la B.1 diventa:
DX,k
™5 12Xk = 7R, 0P (B.2)
T
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La B.2 e 'equazione della deviazione geodetica. Per derivazione
covariante successiva, dalla B.2 si ottiene:

D2X;* DXk 4
k k
T2 +3 Y R pgivPv? + 7 RY g1, vPv Tt
D3X,F  DZX;k , o
— ko P J1 ko P, 01,02
D3 +4 D2 2R gy VIV A TR gy g V0 O O,
D" X" D lXk , ,
_ _ ko Doyd00J1 . . qydr—2
T Do +(r+1) D1 = (r—=1)R paillr..jr_o VP VIV T
+7Rkpq,~Hj1mjr_1vpquh coovlm (BL3)

. Proviamo che le equazioni precedenti fissano il limite per 7 — oo di
tutte le derivate successive di X;*:

(a) lim, 0 X;* = 0 per costruzione (X;* = I’pik (7'1)1 e TU") P —6
T—r
0).
(b) Dalla B.2:

DXﬁ+2Xﬁ
Dr T

= RF i (Tv) vPol,

Al limite 7 — 0, osservando che per 7 = 0 i simboli di Christoffel

sono tutti nulli e dunque: %‘7:0 = E’T:(ﬁ usando la regola di
De ’'Hospital si ottiene:

= Rkpqi (z9) vPvY.

T7—0 Dr

(¢) Con analogo procedimento 1’equazione successiva porge:

D2X.k 1/ DX/ i . '
DTQZ - <3 D; - R pqippuf1> = RE i, 0Pt
. D?Xx;F .
= ;13}]4 D2 2R" pgifjr (wo) vPvo’t.

Cio suggerisce di supporre induttivamente:

Drleik

(r+1) DT

=(r—1) Rkpqi”]-lmjr_Q (zo) vPoIt - . pdr2,
zo
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Allora, dalla B.3:

) Derc 1 Drle,k X
limz 0 { DT; + p [(7’ + 1) DTr—ll B (7’ - 1) R pqil|j1...Jr—2"
wPylydt . p2]
D" X" k
= (T + 2) DTT‘ o (T o 1) R pqil|j1~~~jr72jr71 (xo) :
o
wPylydt . pdr=2gdr=t
= Rkpqujl---jr—l (z0) vPoToTt - ... =1
da cui:
D" X" : .
(r+2) DT: = TRkpqujl...jr_l (o) vPolvt - Lo drmt (BA)
o

La B.4 e quindi la formula risolutiva.

i oz D = d i otti
. Ricordando anche ora che in xg: DT‘T:O = dt‘T:O’ si ottiene lo
sviluppo in serie di X;* lungo ogni singola geodetica, nella forma:

o r
3 1 T k
X (o .7ot) = ZmR paillji...gr—1 (¥0) -
r=1
wPylolt . it (B.5)
da cui:
X" (331---33”) =% (xlx")
Nt 1
S e R )
—_1)\! pqil|j1.-.-gr—1 0
— (r=1D!H(r+2)
.:prqle .o :Ujrﬂ
N 1
k k
= T (0) = ) iy gy pailsedes (00)
r=1
aPadgdt . It

. Usando i risultati precedenti, & ora possibile trovare uno sviluppo in
serie per le componenti del tensore metrico in coordinate normali. Ri-
cordando che, per definizione, lungo una generica geodetica uscente da

xZo:
ox* 7




si ricava per il tensore metrico:

) dgi; N o .0
i = — s a = XZ Iy Ao 7.,X‘ e
& <8mz 82:3) — ar ( Ok 8x3> * <6x1 I Oak

= X:"g1; + X;* g

Percio:
dgij

dr =0

o

Per derivazione successiva:

d?g;; dX;* pdgg;  dXGF dgir
— X, J g+ X R
dr? |, dr Gkj + <Xi dr + dr Jik + A dr
0 xo
1 2
=3 (Rjpgi + Riqu)|;p0 vPol = gRiqu (zo) VP01
drgz'j B dr—lXik - dT_QXik dgkj dXZk dr—ngj
arr |, - drr—1 Iki drm—2 dr dr drr—2
+Xlk d'r’—lgkj dT*lXjk’ d?“72xjk dgzk

drr—1 drr—1 Jik + Cdrr2 dr
+dek d"2gix X‘kdr_lgik>

dr drr—2 7o drr—1 -
0
r—1 ; ;
— - R. .. . Pyd,,J1 L yJr—2
= <T+1ijqzj1.-~3r2v viv/t . oooeedrm
1 dT’—Qg 3
k D,,q kj
+-R" ivPv ——=
3 drr—2
r—1 . .
vPolydt oI

o Bivailin s

1 . dT?2g‘k
+§R pag V'V dTT_;

o

Cio mostra induttivamente che nello sviluppo in serie di Taylor:

2 d%gi
dr?

dgi;

ar +...

7=0

Gij (T’l)l...TUn) :gij(0)+7

7=0

i coefficienti dei termini di grado [ dipendono solo dalle derivate co-
varianti fino all’ordine (I — 2) di R';j; calcolate in zg e da gi; (z0). In
particolare, in una varieta riemanniana simmetrica, in cui ¢ VR =
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0, le espressioni precedenti si semplificano e possono essere scritte
esplicitamente; da B.5 si ha infatti:

X,k (T’Ul LLTo") = ngpqi (zg) vPv?
e dunque:
d"gij| _ (dXi d" gy | dX;Fd gy
drr |, dr drr—2 dr dr=2 /)| __,

1 . drngkj L drng'k;
= g”p“q <R PaL” Q=2 + Rpgj dTrjz

7=0

Induttivamente si ricava per r > 1:

2 T
— (3) VPLpdL . Pyl .

k1 kr—1 .
: (kalqu p2q2ke - R prqﬂ) )

d2Tgij
dr2r

mentre le derivate di ordine dispari sono nulle:
dQTflgij

dr2r—1 =0.

Zo

Lo sviluppo in serie cercato & dunque:
gij (.CUl e a;”) = gij (x())
oo 2 r
+ — | ZPrg? .. gPrg?.
> ()

. kl krfl .
: (Rkunun p2qeke T - R prqﬂ)

Zo
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